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Einleitung. 



Ls gibt für die analytisehe Behandlung irgend welchen Gegenstan- 
des nur ein einziges Grundprincip in der Mathematik, nämlich dieses: 
Man darf nur Dinge von einerlei Art in Vergleicbung zu 
einander stellen. Dieses Princip ist ebenso wohl festzuhalten bei der 
Simpeln Proportions - Rechnung und bei den gewöhnlichen Gleichungen, 
wo die einzelnen Termen stets Zahlen von gleicher Benennung sein müs- 
sen, so wie in der sogenannten höhern Analysis (respective Differential - 
Gleichungen), wo die einzelnen Termen gleiche Dimensionen in Bezug auf 
das Unendlich - Grosse oder Unendlich- Kleine haben müssen. 

Der Vernachlässigung oder Nichtbeachtung dieses Prineips hat die 
Wissenschaft gewiss den Verlust mancher nutzlos vergeudeten Kräfte zu- 
zuschreiben, wenigstens wären gewiss viele Papier- und Druckkosten er- 
spart worden. 

Wir stossen im Verlauf des mathematischen Studiums auf mehre 
Fundamen talsätze, bei welchen der Versuch eines sogenannten rein mathe- 
matischen Beweises an dieser Klippe scheiterte und scheitern musste. 
So hat man sich seit Jahrhunderten alfgemüht, den 11. Euclidischen Satz 
geometrisch, d.h. durch rein geometrische Construction (nur mit Hilfe 
des Lineals und Zirkels) zu beweisen. Alle begingen in ihrem Raisonne- 
ment denselben Fehler: sie stellten, um analytisch zusprechen, in einer 
Gleichung Grössen verschiedener Benennung zusammen und erwarteten 
daraus doch irgend ein Resultat; sie sprechen Alle nur von Linien, wol- 
len durch diese allein Alles ausfuhren und berücksichtigen nicht , dass bei 
dem Parallel- Sein der Linien ein ganz neues Element in Betracht 
kommt, mag man es Winkel zweier Linien oder Neigung oder Rich- 
tung nennen, auf jeden Fall aber ein solches Element, welches sich nicht 
dur«ji Linien m«ß»6ii lässt und also nicht mit diesen, als gleichbensoint 
IL 1 



in eine Gleichung zusammengestellt werden darf. Man darf aber hierbei 
nur die einfachsten philosophischen Principien zu Hilfe nehmen, was schon 
Euclid, wenn auch nicht in Worten, so doch dem Sinne nach getban 
hat, so kommt man über ein solches Dilemma hinweg. Wenn man näm- 
lich parallele Linien als solche erklärt, welche absolut gleicbgillig gegen 
einander sind, d. h. ganz und gar keine Bezietiung zu einander haben, so 
folgt daraus unmittelbar, dass sie gegen eine dritte Linie, d. h. gegen ein 
ausserhalb von ihnen liegendes Ding, sich vollkommen gleichmässig ver- 
halten müssen, dass sie also, da keine andre Rücksicht oder Beziehung 
zwischen geraden Linien in einer Ebene, als durch Winkel existiren kann, 
mit der dritten Linie gleiche Winkel bilden müssen. 

Ganz ähnlich ist es in der Mechanik ergangen. Das bekannte Prin- 
cip des Parallelogramms der Kräfte hat man auf unzählige Arten durch 
alleinige planimetrische Betrachtungen zu beweisen versucht. Dieses 
musste stets missglücken; denn man Hess ausser Acht, dass mit dem 
Begriff der Kraft nothwendig die Begriffe der Bewegung oder der 
Zeit mit in die Untersuchung gezogen werden müssen. Dass aber diese 
sich nicht ohne Weiteres geometrisch construiren lassen, ist in der 
Natur der Sache begründet. — Man kommt aber auch hierbei, ebenso 
wie bei dem Parallelen* Theorem, auf das richtige Raisonnement eines 
alten Geometers zurück. Dieses besteht nämlich hier in dem bekannten 
Archimedischen Princip, dass es der Zeit und Wirkung, also dem Effect 
nach gleich bleibt, ob die eine Kraft zuerst und darauf folgend eine 
zweite Kraft, oder ob beide gleichzeitig auf einen Punkt ihre Ein- 
wirkung ausüben. — Dieses Princip macht man sich, in moderner Weise 
zu sprechen, nur durch die sogenannte Grenzmethode anschaulich, oder 
wenn man es vorziehn will, durch die zum Theil veraltete, principaliter 
aber nichts anderes besagende Exhaustionsmethode. 

Es giebt nun verschiedene Principien, von welchen man bei dem 
Vortrag über Mechanik ausgehn kann und ausgegangen ist. Die drei we- 
sentlich von einander verschiedenen sind: das Princip des Hebels, 
das des Parallelogramms der Kräfte und das der virtuellen 
Geschwindigkeiten. 

Wenn man streng wissenschaftlich - analytisch zu Werke gehen will 
so muss man «Jas Princip der virtuellen Geschwindigkeiten 2u Grande 
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legen, wie es Lagrange in seiner Mecanique analytigue gethan hat, von 
welchem ausgezeichneten Werk — es sei beiläufig gesagt — die Einlei- 
tung ein Meisterwerk historischer Darstellung ist. Wenn es dagegen der 
Zweck ist, wie er bei vorliegender Schrift beabsichtigt wird, Jemanden 
erst in diese Wissenschaft einzuführen, so muss es erlaubt sein, um 
Einfachheit und Klarheit in den Vortrag zu bringen , alle möglichen Hilfs- 
mittel, wie Figuren und Anschauungen aus dem Leben mit hinzuzuziehn. 
Um hierzu zu gelangen , kann man entweder von dem Princip des Paral- 
lelogramms der Kräfte ausgehen, wie es Poisson in seinem mit Recht eben- 
so berühmten als verbreiteten Tratte de Mecanique gethan hat, oder man 
kann auch das Princip des Hebels zu Grunde legen, wie man es in den 
ilemens de Statique von Poimot findet. 

Der zuletzt angedeutete Weg soll in gegenwärtigen Vorlesungen ver- 
folgt werden, indem natürlich die beiden andern genannten Theoreme im 
Laufe des Vortrages mit in Erwägung gezogen werden. 

Unter der Ruhe eines Körpers versteht man das Reharren dessel- 
ben an dem nämlichen Ort. Es kann aber dieser Ort entweder absolut 
oder nur relativ der nämliche bleiben, je nachdem er entweder im ge- 
sammten Weltall stets derselbe bleibt oder nur in Rezug auf seine näch- 
ste Umgebung, also z. R. auf der Oberfläche der Erde, verglichen mit den 
andern Gegenständen auf derselben, stets dieselbe Stelle einnimmt, wäh- 
rend er sich in der That mit der Erde zugleich um die Sinne bewegt, 
also seinen Ort, im Allgemeinen genommen, verändert *). 

Rewegung eines Körpers ist die continuirliche Aenderung der Lage 
desselben in Rezug auf seine nähere oder entferntere Umgebung. 

Ueber Ruhe und Rewegung lässt sich folgender Satz als das Funda- 
ment der gesammten hierher gehörigen Wissenschaft aufstellen: 

Wenn ein Körper in Ruhe ist, so muss er nothwendig 
darin bleiben, er kann nicht durch sich selbst in Rewegung 



*) Ob es möglich ist yoo einem festslebenden Weitaii zu sprechen und ob es nach 
dem Yon Ma edier angeregten Zweifeln noch erlaubt ist, von einer feststehenden Sonne 
oder einem festen Centralpunkt, «m welche die andern Gestirne sich bewegen, zu reden, 
dörfle doch wohl, mit mathematischer Gewissheit, weder zd bejahen noch zu Terneinen 
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kemmen. Denn wenn er sich bewegte, so müsste er sich nöthwendtg 
nach einer bestimmten Seite hin bewegen; nun ist aber gar kein Grusd 
vorhanden, weshalb er, durch eigenen innern Antrieb, sich gerade nach der 
einen Seite hin bewegen sollte und nicht nach euier andern; und da 
er sieh natürlich nicht nach allen Seiten hin zu gleicher Zeit bewegen 
kann, so wird er sich gar nicht bewegen, sondern an seiner Stelle ver* 
bleiben. 

Wenn wir niHi andrer Seits sehen, dass ein Körper seine Stelle än- 
dert, dass er also aus dem Zustand der Ruhe in den der Bewegung über- 
geht, so können wir, in Folge der soeben angestellten Betrachtung, Ter- 
sichert sein, dass dieses nur termöge einer fremden Ursache, die auf ihn 
einwirkte, geschehn konnte. Diese Ursache, von welcher Art sie auch 
sein möge, deren innere Natur uns unbekannt ist und die wir nur aus 
ihren Wirkungen erkennen, wird Kraft genannt 

Wenn nun ein Körper ans seiner Ruhe kommt, wenn also eine 
Kraft auf ihn einwirkt , so kann man sich diese in doppelter Weise, ent- 
weder stossend oder ziehend denken. In beiden Fällen aber wird die 
Kraft dem Körper nur das Bestreben mitlheilen können, sich in einer 
und zwar in einer geraden Linie fortzubewegen, denn in mehreren Li- 
nien zugleich kann er sich nicht bewegen und um sich in einer krummen 
Linie zu bewegen , muss er von der, ihm für den ersten Augenblick vor- 
geschriebenen Bahn ablenken , was ;er offenbar nicht durch sich selbst, 
sondern nur unter dem EinÜuss andrer auf ihn wirkenden Kräfte thun 
kann. Diese gerade Linie, welche die Kraft im ersten Augenblick strebt, 
den Punkt, auf welchen sie wirkt, beschreiben zu lassen, heisst die 
Richtung der Kraft; während derjenige Punkt des Körpers, welchen 
die Kraft zunächst in Bewegung zu setzen strebt, der Angriffspunkt 
oder Anheftungspunkt der Kraft genannt wird. Die durch die 
Kraft erzeugte Bewegung selbst wird aber entweder schneller oder lang- 
samer sein können und gemäss diesem Erfolg nennt man die dazu erfor- 
derliche Kraft entweder stärker oder schwächer und spricht deshalb auch 
von der Intensität oder Stärke der Kraft. 

Wenn man auf der Ricbtungslinie einer Kraft zwei Buchstaben A und 
B gesehrieben denkt, so ist es gldchgiltig, ob man sagt, die Linie ilB 
doer die Linie BA gibt die Richtung der Kraft an, dagegen muss man 



sorgfSiUg folgeiide Icdden Ausdnleke unterscheiden : wenn die Kraft dahin 
&trebt den Anheftungspunkt von der Seite i nach B hin zu bewejgen, so 
sagt man, die Kraft wirkt in der Riditung von AB und zwar in dem 
Sinne von A nach B, will sie dagegen den Anheftungspunkt von der 
Seite B nach i hin bewegen, so wirkt sie in dem Sinne von JJnachi. 

Denken wir uns nun zwei Kräfte, welche auf einen und denselben 
Punkte oder auf die beiden Endpunkte einer starren, unausdehnbaren ge- 
raden Linie, in einerlei Bichtung, also in letzterm Fall in der Rich- 
tung der Verbindungslinie beider Änheftung^unkte, aber im entgegen- 
gesetzten Sinne wirken und setajen wir den Fall, dass der angegriffene 
Punkt oder die angegriffene atarre Linie keine Bewegung annehmen, 
sondern an derselben Stelle in Ruhe verharren, so halten sich die beiden 
Kräfte gegenseitig das Gleichgewicht und man sagt, die beiden Kräfte 
sind einander gleich. 

Hat man aber erst von zwei Kräften erkannt, dass sie einander gleich 
sind, so kann man sie auch beide an einem Punkt und nicht allein in 
einerlei Richtung, sondern auch in einerlei Sinn anheften und 
erhält dadurch nothwendig den Begriff der doppelten Kraft; fugtina^i 
hierzu noch eine den beiden ersten gleiche Kraft, so erhält man dadurch 
eine dreifache Kraft u.s.w.f,, im Allgemeinen eine vielfaicbc Kraft. 

Auf diese Weise werden Kräfte ihrer Intensität nach unter einander 
vergleidibar , können also durch Verhältniss- Linien, die man auf ihr^ 
Richtungen aufträgt, oder durch Verhältniss- Zahlen ausgedrückt und des- 
halb der mathematischen Behandlung unterworfen werden. Ebenso wer- 
den aber auch die einzelnen Anheftungspunkte der Kräfte durch ihre drei 
Coordinaten als Punkte im Räume fixirt und die Richtungen der Kräfte 
durch die Winkel, welche sie mit den drei Coordinaten-Axen bilden, be- 
stimmt werden; so dass es augenscheinlidi wird, dass Jede auf gegensei- 
tige Beziehung von Kräften oder auf Bewegung bezugliche Aufgabe, wenn 
sie nicht auf rein handwerksmässige Weise durch Probiren oder Beobach 
tung und Erfahrung gelöst werden soll, ein Gegenstand des Calculs sein 
muss. Die streng mathematisch -wissenschaftliche Bearbeitung sämmt- 
licher hierher gehöriger Sätze und Aufgaben bildet den Inhalt der soge- 
nannten analytischen Mechanik, als deren allgemeines Problem sich 
folgendes hinstellen lässt: 
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Es soll dieBewegung eines Körpers oder eines Systems 
von Körpern bestimmt werden, wenn es Ton gege- 
benen Kräften sollicitirt wird; % 
oder was auf dasselbe hinauskommt: 

Welche müssen die Relationen zwischen den Kräften 
sein, die auf ein System wirken, damit dieses System 
eine gegebene Bewegung im Raum annehme? 
Um dieses allgemeine Problem zu lösen, fängt man mit der Lösung 
eines besondern Falles an, in dem gefragt wird, welche die Relationen 
zwischen den einzelnen Kräften sein müssen , damit das System , auf wel- 
ches sie wirken, eine Bewegung = annehme, d.h. in Ruhe bleibe. 
Derjenige Theil der allgemeinen Mechanik, welcher sich mit der Feststel- 
lung der Bedingungen dieser speciellen Bewegung beschäftigt, heisst die 
Statik, welche also die Lehre von der Ruhe oder die Wissen- 
schaft vom Gleichgewicht der Kräfte ist. Den anderen Theil, in 
welchem die Gesetze irgend einer beliebigen Bewegung untersucht wer- 
den, nennt man die Mechanik im eugern Sinn oder die Dynamik, 
die Wissenschaft von der Bewegung der Körper. 

Wenn man noch auf die drei Aggregatzustände der Körper, d. h. 
darauf Rücksicht nehmen will, ob die Körper fest, oder tropfbar- 
flüssig oder expansiv-flüssig sind, so theilt man wohl nbch die 
Statik in: Statik im engern Sinn oder Geostatik, in Hydrosta- 
tik und in Aerostatik, und die Dynamik iu Dynamik im ehgern 
Sinn oder Geodynamik, in Hydrodynamik und in Aerodyna- 
mik. 

Unter allen Umständen aber fängt man mit dem Vortrag über die 
Statik an, weil man dahin gekommen ist, die Aufgaben der Dynamik auf 
die Principien der Statik zurückzuführen. 



Erftte Torlefiinn§r. 

Ziisammeiisetziiiig der Kr&fte , welche entweder a«f Einen Pnnkt oder in 

nnter einander parallelen Richtungen wirken. 

Vor allen Dingen sei hier ein für alle Mal die Uebereinkunft getrof- 
fen (welche ihre Gilligkeit beibehalten soll, bis sie ira Verlauf der folgen- 
den Vorlesungen ausdrücklich aufgehoben wird), dass, wenn von einem 
Körper gesprochen wird, auf dessen verschiedene Punkte verschiedene 
Kräfte wirken, vom Gewicht und vom Volumen desselben, so wie auch 
Yon dem Widerstand abstrahirt werden soll, den er von dem Medium 
erleidet, in welchem er sich bewegt. Wir halten hier einzig und allein 
die, freilich in der Praxis nicht zu ermöglichende Vorstellung fest, dass 
auf einen mathematischen Punkt oder auf ein, in sich auf unwandelbare 
Weise fest verbundenes, System von mathematischen Punkten Kräfte wir- 
ken, wobei die Verbindungslinien der einzelnen Punkte zwar starr und 
unausdehnbar gedacht werden sollen, aber dennoch mathematische 
Linien sind. Es ist eine solche, der Vereinfachung wegen, im Anfang 
gemachte Annahme gestattet, weil es sich späterhin zeigt, dass die ge- 
nannten Umstände, wie Gewicht, Volumen, Widerstand, Reibung u. dgl. 
als besondre Kräfte in die Rechnung eingeführt und dadurch ihr Einfluss 
in angemessener Weise berücksichtigt werden könne. 

Ein zweites, gleichfalls festzuhaltendes Uebereinkommen betrifft eine 
Bezeichnungsart. Wenn die gerade Linie AM die Richtung einer Kraft 
andeutet, wobei A der Anheftungspunkt der Kraft, M entweder ein be- 
stimmter oder beliebiger Punkt auf der Linie, je nachdem die Verhält- 
nisslinie der Intensität der Kraft zugleich auf ihrer Richtimg mit aufgetragen 
ist oder nicht, sosoll die Verhältnisszahl der Intensität der Kraft, die etwa 
durch P repräsentirt wird, auf der Linie AM zwischen A und M irgendwo 
drauf geschrieben werden und zwar mit dem vorgesetzten positiven (-{-) 
Zeichen, wenn die Kraft strebt, den Anheftungspunkt A nach dem Punkte 
M hin zu ziehn, also ihn dem Punkte M zu nähern; mit dem negativen 
( — ) Zeichen dagegen, wenn die Kraft strebt, den Anheftungspunkt A in 
dem Sinne von M nach A zu stossen , also ihn von dem Punkte M zu 
entfernen. — An und für sich würde durchaus Nichts hindern, die ent- 
gegengesetzte Hypothese anzunehmen, da es ja nur ein Uebereinkommen 
ist; hier jedoch soll das Genannte festgehalten werden. 
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§. 1. 

Wenn mefare Kräfte P, Q, A, oet. zu gletdier Zeit wirkeH mi sieb 
gegenseitig das Gleichgewicht halten, so wird dieses offenbar gestört wer- 
den, wenn man eine dieser Kräfte, z.B. P, wegnimmt. Es muss also 
diese eine Kraft P dem Zusammenwirken aller übrigen Kräfte Q.RyS, cet. 
das Gegengewicht halten. Dieselbe Kraft P hält aber auch offenbar einer 
andern Kraft P' das Gleichgewicht, welche mit ihr an Intensität gleich 
ist und ausserdem in derselben Richtung, aber in gerade entgegengesetz- 
tem Sinne wirkt. Es muss also die einzige Kraft P* ebenso viel wirken, 
als die Kräfte 0, B, S, cet. zusammengenommen; erstere ersetzt also 
vollkommen alle die letztern. Wir sehen hieraus, dass es im Allgemei- 
nen immer möglich sein wird, eine einzige Kraft zu finden, welche auf 
einen Körper dieselbe Wirkung hervorbringt, als mehre andre zusammen- 
genommen. Diese einzige Kraft nennt man die Resultante oder Mit- 
telkraft, wogegen die mehreren, welche sie ersetzt, die Composan- 
ten oder Seitenkräfte heissen. Mit Hilfe dieser Benennung spricht 
sidh das vorhin Gesagte so aus: Wenn mehre auf einen Körper 
virirkende Kräfte sich wirklich das Gleichgewicht halten, so 
ist jede einzelne von ihnen gleich und gerade entgegen- 
gesetzt der Resultante aller übrigen. 

Unsre erste Aufgabe wird nun offenbar diese sein: das Gesetz auf- 
zustellen, nach welchem man die Resultate mehrerer Kräfte findet; dieses 
nennt man die Zusammensetzung der Kräfte (composition des 
forces). Hieran schliesst sich dann unmittelbar die Aufsuchung des um- 
gekehrten Gesetzes, nach welchem statt einer Kraft mehre gesetzt 
werden können, welche zusammen dieselbe Wirkung ausüben, als jene; 
dieses wird Zerlegung einer Kraft in Seitenkräfte {decomposition 
des forces) genannt. 

Ein sehr wesentlicher Hilfssatz, der bei den meisten der nächst- 
folgenden Deductionen in Anwendung kommt, ist dieser: 

Jede Kraft karnn man mit Beibehaltung der Richtung 
und des Sinnes ihrer Wirkung in jedem beliebigen Punkt 
ihrer Richtung angebracht denken, wenn nur der neue An- 
heftungspunkt auf unverinderliche Weise, durch ein« starre 



«Ad unausd^habare gerade Linie mit dem ursprünglichen 
Anheltungspunkt verbunden ist. 

Der Beweis ergibt sich leicht. Denn es sei ( Fig, I. ) AM die Ricli« 
tung der Kraft + P und B ein Punkt auf derselben , der mit A auf un- 
veränderliche Weise verbunden ist, so kann man sich in diesem Punkte 
B zwei gleiche, in einerlei Richtung, aber in gerade entgegengesetztem 
Sinn wirkende Kräfte + P' und — P' angebracht denken , die , weil sie 
sich unmittelbar selbst das Gleichgewicht halten, durchaus keine Störung 
verursachen oder irgend einen Einfluss auf das möglicher Weise sonst 
vorhandene Kräftesystem haben können. Setzen wir jetzt noch die Inten- 
sität der Kraft F gleich der Intensität der Kraft P, so können wir auch 
die Ansicht fassen, dass die beiden an sich gleichen Kräfte -(-Pund — F, 
weil sie an den Endpunkten der starren, unausdehnbaren geraden 
Linie AB in gerade entgegengesetztem Sinne wirken, sich gegenseitig auf- 
beben. Sonach bleibt statt der drei Kräfte +P, — F, + P* nur die 
einzige Kraft + P' übrig , welche in den Punkt B angeheftet ist und 
welche in die Stelle der Kraft +P getreten ist, die in dem Punkt il an- 
geheftet war, und zwar mit derselben Wirkung, da P^ an Intensität gleich 
P angenommen wurde. 

§. 2. 

Wenn die Richtungen zweier Kräfte P und Q, die auf einen Punkt 
A (Fig. L) wirken , einen Winkel MAN mit einander bilden, so wird die- 
ser Punkt A, unter dem vereinigten Einfluss beider Kräfte, gewiss dahin 
streben, seinen Ort zu verlassen, d.h. sich zu bewogen. Da dieses aber 
offenbar nur nach einer Seite hin, nur in einer Richtung geschehen 
wird, da er ja nach mehreren Seiten zugleich sich nicht bewegen 
kann, so wird eine in derselben Richtung, in entgegengesetztem Sinn an- 
gebrachte > hinlänglich grosse Kraft, sie möge R heissen, diese Bewegung 
aufheben und also den beiden Kräften P und Q das Gleichgewicht halten. 
Wäre AL die Richtung dieser Kraft £, so wird auf der über den Anhef* 
tungspunkt A rückwärts verlängerten AL eine Kraft R'^szR liegen, wel- 
che dieselbe Wirkung ausübt als die beiden Kräfte P und Q zusammen- 
genommen, also deren Resultante ist. Hieraus folgt zunächst dieser wich- 
tige Satz: Jede zwei Kräfte, welche auf Einen Punkt wirken, 
.haben -eioe Resultante, 
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wird, welches man aus den VerfaftltnisBlinien der l>eideii ComposmleB ittd 
dem zwischen den Richtungen derselben Hegenden Winkel bilden kann« 

Ueber die Grösse der Resultante wird man , um mich so auszudi-fik- 
ken, negative Bestimmung angeben können. Wenn in Fig. I. in den 
Richtungen AM und AN die Kräfte P und Q wirken, so strebt ^lie Kraft 
mit der ihr innewohnenden Stäi-ke den Punkt A m -der Richtung AN 
k)rtzubewegen , da aber zu gleicher Zeit die Kraft P ihren Einfluss aus- 
übt und den Punkt A von der Richtung AN abzulenken strebt, so wir* 
sie nicht nur nicht die Wirksamkeit der Kraft Q unterstutzen, sondern 
im Gegenlheil deren Intensität schwächen, so dass nicht die ganze Kraft 
0, sondern nur ein Theil derselben zur wirklichen Bewegung des Punk- 
tes A in der Richtung der Resultante beiträgt. Da dasselbe Raisonne« 
ment in Bezug auf die Kraft P gik, so folgt, dass die Resultante R klei- 
ner als die Summe P + Q der beiden Composanten seift muss. Nur i« 
dem einen Falll, wenn der Winkel MAN =■ ist, wenn also die beiden 
Richtungen AM und AN zusammenfallen, unterstützen sich die Kräfte 
geradezu und es wird R == P + Q. 

Scholle. So wie wir im Verlauf dieses $. gesehn haben, dass jede 
zwei Kräfte, die auf einen Punkt wirken, sich in eine einzige zusammen- 
setzen lassen, deren Richtung innerhalb des kleinern Winkels liegt, wel- 
chen die Richtungen der beiden gegebenen Kräfte mit einander bilden, 
ebenso werden wir auch umgekehrt jede einzelne Kraft als die Resultante 
von zwei andern betrachten können oder wir werden jede Kraft in zwei 
andre Kräfte zerlegt denken können. 

Es hat sich im vorigen $. gezeigt, dass zwei Kräfte, welche auf 
•Einen Punkt wirken, deren Richtungen also einen Winkel mit einander 
bilden, stets eine Resultante haben müssen ; es ist nun die nächste Frage, 
wie es sich mit zwei Kräften verhält, deren Richtungen unter einander 
parallel sind. 

Es mögen Fig. III. A und B zwei auf irgend eine Weise fest und un- 
veränderlich mit einander verbundene Punkte sein, an welchen in den pa- 
rallelen Richtungen AD und BB die Kräfte P und Q in d^emselben Sinne 
wirken. Da nach der Voraussetzung die Verbindui^slinie AB »tarr nnd 
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unausdehfibar ist, so wird man an deren EDd{Mi&kt«a zwei in einerlei 
Bichtung mit der Linie, aber in gerade entgegengesetztem Sinn ^i^ und 
EG wirkende gleiche Kräfte S und T anbringen könaen, welche, weil sie 
sich nolhwendig das Gleichgewicht halten, durchaus keinen Eiofluss auf 
das ganze System haben können, so dass die Wirkung von P und Q in 
keinerlei Weise geändert wird, durch das Hinzufugen von 5 und T. Die 
jetzt vorhandenen vier Kräfte können wir auf beliebige Weise combiniren, 
V?ir denken uns , dass auf den Punkt A die beiden Kräfte S und P un- 
ter dera Winkel FAD wirken. Diese werden sich nach dem vorigen §. 
in eine Mittelkraft vereinigen lassen, deren Richtung AH innerhalb des 
Winkels FAD liegt. Ebenso werden sich die beiden am Punkt B wir- 
kenden Kräfte T und Q in eine Mittelkraft vereinigen lassen, deren Rich- 
tung BJ innerhalb des Winkels GBE liegt. Die Richtungen dieser beiden 
Resultanten AH und BJ werden, rückwärts verlängert, sich nothwendig 
in einem Punkte K treffen müssen. Da wir hier, wie überall, das ganze 
Punkten - und Liniensystem als in sich unveränderlich fest betrachten, so 
dass also auch AK und BK starre unausdehnbare Linien sind, so werden 
(nach S. 8.) die Angriffspunkte der beiden nach AH und nach BJ wir- 
kenden Kräfte nach K übertragen werden können und werden jetzt als 
zwei auf Einen Punkt wirkende Kräfte in eine einzige Mittelkraft vereinigt 
werden können, deren Richtung KL innerhalb des Winkels ÜTfi liegt und 
deshalb die Verbindungslinie AB der Anlieftungspunkte der beiden ursprüng- 
lich gegebenen Kräfte in einem gewissen Punkte C schneiden wird. Die von 
A nach K übertragene Kraft AH können wir offenbar wieder in zwei Seiten- 
kräft^ zerlegen, d^en Grösse und Richtungen wir in diesem Fall auch 
kennen werden, da wir wissen, wie AH entstanden ist; wir werden nur KM 
parallel und gleich AD^P und KF parallel und gleich iF = 5 zu machen 
haben. Ebenso wird sieb die nach K übertragene Kraft BJ in die beiden 
Seitenkräfte KN # BE — Q und KG' # BG ^ T zerlegen. Hierdurch 
reduciren sich die eigentlich in A und B gegebenen Kräfte auf die vier 
in K wirkenden KM, KN, KF' und KG'. Da die beiden letztern gleich 
und gerade entgegengesetzt sind, so heben sie sich ohne Weiteres auf 
und es bleiben nur die beiden erstem KM und KN übrig, die, weil sie 
beide parallel mit AD und BS sind, in Eine Gerade zusammenfallen und 
stell abo :&« P + Q zu3aiiiimenaddiren , wekbea somit die Resultante der 
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beiden gegebenen Kräfte ist. Nun können wir aber den Angriffspunkt 
dieser Kraft nach einem beliebigen Punkt ihrer Richtung, also auch nach 
C übertragen und erhalten dadurch zunächst diesen, noch nicht ganz er- 
schöpfenden Lehrsatz : 

Wenn auf die Endpunkte einer starren unausdehnba- 
ren Linie (AB) zwei Kräfte (P und Q) in unter sich paralle- 
len Richtungen {AD und BE) wirken, so haben diese eine Re- 
sultante und zwar ist deren Grösse gleich der Summe (P+Q) 
und deren Richtung parallel der gemeinsamen Richtung 
der beiden gegebenen Kräfte, ihr Angriffspunkt {C) liegt 
auf der Verbindungslinie der beiden ersten Angriffspunkte 
{A und B) und zwar zwischen beiden« 

Es fehlt jetzt noch die Bestimmung der Lage des Anheftungspunkts 
C der Resultante in Bezug auf die Anheftungspunkte (A und B) der bei- 
den Composanten. In einem spcciellen Fall kann man diese Frage ohne 
Schwierigkeit beantworten. Sind nämlich die beiden Krälte P und Q ein- 
ander gleich, so werden natürlich die beiden partiellen Resultanten AH 
und BJ an beiden Punkten A und B symmetrisch gegen ihre Composan- 
ten liegen , d. h. es werden die Winkel FAH = GBJ und DAH = DBB 
sein, also auch deren respective Scheitel- und correspondirenden Win- 
kel : KAB = KBA und AKC = BKC, mithin wird das Dreieck ARB ein 
gleichschenkliges und KC ist darin eine Linie, welche den W^inkel an der 
Spitze halbirt, und hieraus folgt, dass durch diese Linie auch die Grund- 
linie halbirt werden muss, dass also AC =? BC sein muss. Sind da- 
her die beiden an den Enden einer starreh Linie wirken- 
den Parallel - Kräfte einander gleich, so liegt der Anhef- 
tungspunkt ihrer Resultante in derMitte zwischen beiden; 
diese Resu Itante ist das Doppelte der einen Compo sante 
und parallel damit. 

Ohne weiteres Raisonnement ergibt sich hieraus unmittelbar folgende 
Erweiterung dieses Satzes: 

Wenn man eine beliebige gerade Anzahl parallel wir- 
kender Kräfte hat, von welchen je zwei immer unter einan- 
der gleich und symmetrisch in gleichen Entfernungen von 
äer Mitte einer geraden Linie angebracht sind, so. ist ihre 
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gemeinsame Resultante gleich der Summe aller, ihre Rich- 
tung parallel der gemeinsamen Richtung der einzelnen 
Kräfte und ihr Anheftungspunkt die erwähnte Mitte der 
Linie. 

Scholle. Dieser Satz lässt sich uffeubar umkehren: Man kann jede 
Kraft in so viele Paare gleicher mit ihr paralleler Kräfte zerlegen, als 
man will, wenn ihre Anheftungspunkte nur symmetrisch um den Anhef- 
tungspunkt der gegebenen Kraft liegen und ihre Gesammtsumme gleich 
dieser ursprunglichen Kraft ist. 

Um nun im Allgemeinen den Anheftungspunkt der Resultante zweier 
parallelen Kräfte zu finden^ so mögen Fig. IV. an der starren unausdehn- 
baren Linie AB die Kräfte P und Q wirken. Wir unterscheiden hier zwei 
Fälle, je nachdem die Kräfte P und Q commensurable oder incommen- 
surable Grössen sind. *) 

a) Wenn die Kräfte P und Q commensurable Grössen sind , d. h. 
wenn zwischen ihnen ein rationales Verhältniss m:n stattfindet. 

Man theile die gegebene Linie AB in dem Punkte H nach diesem 
selben Verhältniss, so dass 

AH.BH^mm-PiQ 

Man verlängere AB über A hinaus um AG = AH und über B hin- 
aus um BK =: BH, dann werden in GH, 2 m solcher Längeneinheiten 
enthalten sein , als in KH deren 2 n sind. Nun kann man sich aber die 
Kraft P in 2m Krafteinheiten zerlogt denken, dann wird die Kraft Q 
2 n Krafteinheiten derselben Gattung enthalten. Nach der obigen Scho- 
lle kann man P ersetzen durch die in ihr enthaltenen 2m Theile, wenn 
man sie auf GH symmetrisch um A vertheilt, alle parallel mit AP, und 
ebenso Q durch die in ihr enthaltenen 2 n Theile (von derselben Grösse), 
wenn man sie auf KH symmetrisch um B vertheilt, alle parallel mit BQ, 



*) Dieser Unterschied zwischen commensnrabeln und incommensorabeln Grössen 
mässte^ streng genommen, bei den meisten der nachfolgenden Untersnchungen gemacht 
werden; da aber die jedesmalige detaillirte Durchführung zn viel Zeit und Papier weg- 
nehmen und ausserdem mehr oder weniger immer eine Wiederholung sein würde, da die 
Methode sich ziemlich gleich bleibt, so wird es hinreichen, diese Unterscheidung bei dem 
gegenwärtig«!! Fundameotaisatz voIUtiadig durchzuarbeiten. 
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also auch parallel mit AP. Auf diese Weise sind an der Linie GK in 

immer gleichen Entfernungen lauter unter sich gleiche parallele Kräfte in 

der Anzahl (2m + 2w) angebracht, deren Resultante nach dem letzten 

Satz in der Milte von GK d. h. in C liegt. Nun ist aber 

AB = GC 

weil jedes die Hälfte von GK ist; und wenn man hiervon abzieht 

AC = AC 
so bleibt BC = AG = AH; 

ebenso wird A C = BK ^ BH 

mithin BC\AC—AH:BT 

^=:: m : n 

^ P : Q 

d. h. der Anheftungspunkt C der Resultante theilt die Linie AB nach dem 
umgekehrten^ Yerhältniss der an ihren Endpunkten wirkenden Kräfte. 

h) Wenn die Kräfte P und Q incommensurable Grössen sind, also 
das zwischen ihnen stattfindende Yerhältniss nur in irrationalen Zahlen 
ausgedrückt werden kann. 

Zunächst wird man die Richtigkeit des folgenden Hilfssatzes leicht 
einsehn : 

Hilfssatz. Wenn man irgend zwei parallele Kräfte Pund Q (gleich- 
giltig, ob commensurabel oder incommensurabel) mit ihren Anheftungs- 
punkten A und B und deren Resultante A' mit ihrem, von irgend einem 
Wege her bekannten, Anheftungspunkt C hat, und wenn man die einig 
der beiden Seitenkräfl«, z. R. Q, um irgend eine Kraft, die S heissen mag, 
vergrössert, so wird die Resultante von P und + 5 ihren Anheftungs- 
punkt zwischen C und B haben. 

Denn um die Resultante von P und Q + S zw erhalten, denke 
man sich erst die Resultante R' von P und Q, welche in C angebracht 
ist und dann die Resultante von R' und 5, so muss diese nach dem 
ersten Satz in diesem §. zwischen C und B fallen. 

Nehmen wir jetzt in Fig. IV. die Kräfte incommensurabel, so theilen 
wir die Linie AB nach demselben irrationalen Yerhältniss, was natürlich 
ausführbar ist, da das irrationale Yerhältniss der Kräfte als durch in- 
commensurable Linien gegeben gedacht werden kann; wir theilen also 
AB so, dass AC:BC^Q:P 
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und bebanpteti nun, dass C der Anheftangspunkt der Resultante R seyn, 
müsse. Gesetzt dieser Punkt wäre nicht der richtige, so möge es der 
natürlich um eine endliche Grösse davon entfernte Punkt L sein (der hier 
zufällig nadi B hin liegend angenommen ist; wenn er nach der andern 
Seite hin angenommen wird, gestaltet sich das Raisonneraent offenbar 
ganz ähnlich). Man wird nun offenbar AB in eine Anzahl gleicher Theile 
theilen können, welche kleiner als die als endliche Grösse angenommene 
Entfernung von C bis I ist, so dass wenigstens ein Tbeilungspunkt zwi- 
schen C und L etwa nach J fällt. Dann werden AJ und BJ commensu- 
rabel sein und es wird der Punkt J betrachtet werden können als der 
Anheftungspunkt der Resultante zweier Kräfte P und Q' (in A und £), 
weldie nach der vorigen Nr. a. dieser Gleichung genügen: 

AJ:BJ^Q' iP 
es war abc^ AC:BC=: Q : P 

Hieraus wird: 

BC ^ BJ BC~ CJ 

Ug.bc-ac.cjI 

oder = P. i j 

BC.\bC—CJ\ 

und ^.^. \^C:BC + BaCj\ 

UC.JÄC— CJj 

also 0' > Q. 

Es war aber L als der Anheftungspunkt der Resultante von P und Q 
angenommen, also mösste, nach dem angeführten Hilfssatz, d«r Anhef- 
tungspunkt der Resultante von P und der grössern Q' zwischen L und B 
fallen , er soll aber in J liegen. Dieses ist ein Widerspruch. Es ist da- 
her nicht erlaubt anzunehmen, dass der Anheftungspunkt von P und Q 
in einen solchen Punkt, wie L falle, der von dem oben definirten Punkt 
C verschieden ist. 

Fassen wir nun AMes, was bisher in diesem $. gesagt ist, zusam- 
men , 90 erhalten wir folgendes 

Theorem. Wenn an den Endpunkten einer starren un* 
ausdehnbaren Linie zwei parallele Kräfte in demselben 
Sinne wirken, so lasnen sich diese in eine einzige Kraft 
U. 2' 
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zusammensetzen, welche gleich ist ihrer Summe, mit ihnen 
in paralleler Richtung und in demselben Sinne wirkt, und 
deren Anheftungspunkt auf der gegebenen starren Linie 
so liegt, dass diese nach dem indirecten Verhältniss! der 
an den Endpunkten wirkenden Kräfte getheilt 'Wird, oder 
so, dass die Producte aus jeder Kraft in den anliegenden 
Abschnitt der Linie zu beiden Seiten dieses Punktes gleich 
sind. 

Wenn in dem Punkte C ( Fig. IV. ) sUlt der Kraft Ä' = P + ein« 
gleiche aber in gerade entgegengesetztem Sinn wirkende Kraft R ange- 
bracht wird, oder wenn d6r Punkt unterstützt wird/ se dass er nicht 
nach unten entweichen kann, so werden dadurch die Kräfte P und Q m 
Gleichgewicht gehalten werden. Man nennt aber bekanntlich dieses ganze 
Liniensystem einen zweiarmigen Hebel, AC und BC die Hebel- 
arme, C den Unterstützungspunkt. Das obige Theorem ist das so- 
genannte Princip des Hebels, welches sich dann einfacher auf fol- 
gende Aussprache reducirt: 

Zwei an einem zweiarmigen Hebel wirkende parallele 
Kräfte sind im Gleichgewicht, wenn die Producte aus Kraft 
in Hebelarm zu beiden Seiten des Unterstützungspunktes 
einander gleich sind. 

Aber auch diese Fassung kann man noch ändern und in bessere 
Uebereinstimmung mit dem weitern Verlauf der Untersuchungen bringen. 
Denn wenn man von dem Unterstützungspunkt C Perpendikel (70=pund 
CE = q auf die Richtungen der beiden Kräfte P und Q fällt, so ist of- 
fenbar ACiBC^CDiCB 

= p:q 
mithin nach obigem Haupttheorem 

p:q^Q:P 
oder P.p=:Q,q 

Nun nennt man aber im Allgemeinen das Product aus einer Kraft in 
die senkrechte Entfernung eines Punktes von der Richtung der Kraft das 
Moment der Kraft in Bezug auf diesen Punkt. . Hiernach lautet 
das Princip des Hebels jetzt so: 

Zwei an einem zweiarmigen Hebel wirkende parallel« 
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KrSfte sind im Gleichgewicht, wenn ihre Momente in ßesug 
auf den Unterslutzungspunkt einander gleich sind. *) 

8. 4. 

Wenn in dem System Fig, IV. die beiden in Einem Sinn wirkenden 
parallelen Kräfte P und Q als gegeben angenommen werden, so wird ih- 
nen, wie wir gesehn haben, das Gleichgewicht gehalten durch eine Kraft 
R=iP+ Q, welche in entgegengesetztem Sinne und in solcher parallelen 
Aicbtung wirkt, dass deren Entfernungen p und q Yon den Richtungen 
der beiden Kräfte sich durch die Gleichung P.p = Q,q bestimmen« Wir 
können aber auch die Kräfte P und R als gegeben annehmen und deren 
Wirkung wird dann durch die Kraft Q«=^R — P das Gegengewicht gehal- 



*) Es dörfte nicht uninteressant sein einen ganz eigenlhfimlicben, ich möchte fast 
sagen materiellen Beweis des Satzrs vom Hebel hier mit anzuführen, welchen ein holl&n- 
discber Matbematüer iStmon Slevin (Ende d€s 16. und Anfang des 17. Jahrhunderts) in 
seiner Statik gegeben hat. 

Man denke sich Fig. V. einen materiellen Stab AB, der durcbg&ngig homogen^ öberall 
gleich stark und gleich schwer ist, so wird dieser offenbar in Ruhe sein« wenn er in 
seiner Mitte C unterstützt oder aufgehängt ist. Wenn man nun die Linie DE, gleich der 
halben Länge des Stabes AB, auf unwandelbare Art in den willkürlichen Punkten H und J 
mit diesem Slabe verbunden denkt, wobei DE zwar als starre unausdebnbare, aber den» 
noch als mathematische Linie d. h. ohne Schwere angenommen wird, so wird der Stab 
auch noch in Ruhe bleiben, wenn der Anheftungspnnkt der unterstützenden oder aufhän- 
genden Kraft von C nach irgend einem Punkt ihrer Richtung, also etwa nach K verlegt 
wird. Macht man darauf HG=^HA, wodurch auch, weil DE=^/^AB ist, JG=JB wird 
und schneidet den Stab bei G durch, so wird alles im ungestörten Gleichgewicht bleiben, 
denn die durchweg homogene Masse AG ist in ihrer Mitte H und ebenso BG in der MiUe 
J aufgehängt, und somit in Ruhe gehalten. Nun ist 

AC=DE 
also AH=^UAG=^KE 

und BC=ED 

also Bi^%BG=^KD, 

mithin wird y^AG:^I^BG^KE:KD 

oder AG:BG=KE:KD. 

Es stellen aber hier AG und BG Theile des massiven Stabs, also Gewichte oder Kräfte 
vor, während KE und KD Hebelarme des in K unterstützten Hebels sind; sonach enthält 
diese Gleichang das Princip des Hebels* 

2* 
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iw* Zur Bestiiomung der EotCernung (f + q) der KchtoDg dieser Reuil- 
tante *) Yon der Kraft P erhält mah aqs 
P : = 5 : p 

(P + 0) : = (p + 9) :;) oder fi : (R—P) = (? + }) :p 

also P+« = fZ::p"»^«=Älfp 

Wir werden also unter allen Umstinden für zwei parallele Kräfte, 
tnOgen sie in gleichem oder in entgegengesetztem Sinn wirken, die Re- 
sultante und deren Entfernung von der einen der gegebenen Kräfte finden 
kftnnen. Wir lassen hier aber den einen speciellen Fall, dass die beiden 
gegebenen parallelen Kräfte, wenn sie im entgegengesetzten Sinn utid 
nicht auf denselben Punkt wirken» einander gleich sind, ganzlich ausser 
Beachtung, da dieser später, im $. 6 noch besonders behandelt wer- 
den soll. 

Wenn man erst kennen gelernt hat, wie man zwei parallele Kräfte in 
«ine Resultante zusammensetzen kann, so wird man auch sehr leicht die 
umgekehrte Aufgabe lösen können, nämlich, jede Kraft in Sswei parallele 
Seilenkrflfte zu zerlegen. Denn wären z. B. ausser der Kraft R noch die 
Anheftungspunkte der beiden gesuchten Seitenkräfte, also p und { gege- 

ben, S0 wären diese Kräfte selbst: P=:-i- — und Q^— — ; oder wäre 

P+i P + i 

neben R noch eine der andern Kräfte, etwa Q mit ihrem Anheftungs- 
punkt gegeben, so würde man die andre Composante und deren Anhef- 

tungspunkt finden: P=fi — Q und|)= «rTTJ* 

Femer wird sich der Satz ton der Zusammensetzung zweier paral- 
lelen Kräfte leitht auf jede beliebige Anzahl ausdehnen lassen. Wenn 
nämlich irgend eine Anzahl paralleler Kräfte P^P^P^^... gegeben ist, 
welche anf ein System von unter sich fest verbundenen Punkten wirken. 



^) Das Wort Resaltante soll im Fotgenden fiichl immer in seinem sirengsten Sinft, 
d.h. als Vertreterin der Gesammlwirtnng meliror Kräfte genommen werden, sondern es 
soll auch darunter, nur der kürzern Aussprache wegen, diejenige Kraft verstanden wer- 
den, weiche gleich und gerade enCgegengesttzi der etgentltchea Resuitaote isi. Missyer- 
■ftUMnisM enfsteha dadsreh im dw Jtcgel nicht; sojlle dieses möflieh seia, so wird jeder- 
zeit eine n&here Bestimmung hinzugefügt werden. 
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SO Tereinigt man zuerst P| und JP, zu Pi + ^2 « angebracht in einem 
Baob den Frühem bestimmten Punkt der Verbindungslinie der Anbeftungs- 
punkle der beiden Kräfte P^ und P, ; indem man diesen neuen Punkt mit dem 
Anheftungsponkt der dritten Kraft P, durch eine gerade Linie y^bindet, 
bestimm tman auf dieser den Anhaftungspuukt der Resultanten P| +P2+P8 ▼on 
P1+P2 und P3 u<s. w. f« Dadurch erhält man als Gesammt- Resultante 
die Summe sämmtlicber gegeb^ien parallelen Kräfte, wobei man aber 
wohl darauf achten muss, diejenigen Kräfte, welche in dem mnen Sinne 
wirkea, als positiv » dagegen die in Mitgegeiigesetztem Sirni wirkenden als 
Begi^f zu nehmen; so dass man ako auch sagen kann: die Resultante 
mehrer parallden Kräfte ist glekh dem Deberscbuss der Summe der 
Kräfte y welche in dem einen Sinn wirken« über die Summe der Kräfte, 
welche m den gerade entgegengesetzten Sinn wirken. Der specielle Fall, 
dass beide Summen einander gleich sind und nicht zufällig auf einen und 
denselben Punkt wirken, wo sie sich daim geradezu gegen einander he« 
beR, soll hier ebenlalls, wie sehen oben bemerkt, K» den gegenwärtigen 
Augenblick unbeachtet bleiben. . 

Sine beiläfifige Bemerkupg» die im weitem Verlauf der Untersudunf 
von Wichtigkeit wird, mag hier noch ihre Stalle finden, da sie sieb un- 
«lütelbar en äas Gesagte anknöpft. Wenn man ein Sjitem von paralte» 
Iw KräftffQ hat, welche auf elfte Verbinduifig yeo Punkten wirken, so 
findet IMA nacb dem vorbin Gesagten einen gewissen AnheftmgBpenhl 
ibrer Ee»ii)t3Qte^ Denkt mao sieb bwh die Bicbtungen säj^mdicher KrMle 
geändert, aber so dass sie in ihrer neuen Lage wieder alle unter ein«' 
ander parallel sind, während die Stftrke i^ tinedpen Kräfte, so wie auch 
deren Anknüpfungspunkte ungeänderl dieselben bleiben, so wird auch der 
Anknüpfungspunkt der Resultante bei dieser geänderten Lage derselbe als ' 
4er fir übere se«m da dersdbe Mtf von dar gegenmÄiigeä £otfentung der A»* 
kpüpftiegspiuikte der eiftzelneA Kräfte «Ad voft dem Terhältniss der CMeee 
diesier Kräfte abhängig ist. Die Resuiitdntfi gebt ako bei aUen mögVcbefl 
Lagen des Sjetems, wene die einzeliien Kräfte nnr siels nnter einander 
parallel sind, durch einen und denselben Punkt. Dieser Punkl heisst 4tv 
Mittelpunkt der parallelen Kräfte, weicher eine besemdce mdeo* 
tung erhält bei der UnUrsucbung Aber dea Sibwerpunkt 
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s. ». 

Wir haben in $. 2 gesehn , dass zwei auf einen Punkt wirkende Kräfte 
eine Resultante haben, welche auf denselben Punkt wirkt, und dass deren 
Richtung innerhalb des kleinem, von den Riditungen der beiden gege- 
benen Kräfte gebildeten, Winkels falle, wie aber dieser Winkel getheilt 
wird und in welchem Yerbältniss die Grösse der Resultante zu der der 
beiden Composanten stehe , soll jetzt mit Hilfe des in $• 3. entwickelten 
Prindps des Hebels für parallele Kräfte bestimmt werden. . 

Es mögen in Fig. VI. die beiden Kräfte P und Q auf den Punkt A 
wirken und es mögen AB und AC die Verhältnisslinien der beiden Kräfte 
sein , so mache man CB= AB und ziehe BF parallel mit AB. Denkt man 
sich nun in der Richtung dieser Linie in F die Kraft ff und in B in 
gerade entgegengesetztem Sinn die Kraft Q'* angebracht, beide unter ein- 
ander und auch der Kraft Q gleich, so wird dadurch Nichts in dem 
ganzen System geändert werden, wenn, wie immer, das ganze Liniennetz 
als ein starres unausdehnbares betrachtet wird, und wird daher die Re- 
sultante der vier Kräfte P, Q, Q'y Q" dieselbe sein als die der beiden 
Kräfte P und Q, Denkt man sich nun (was nach $. 1. S. 7 gestattet ist) 
die Kraft Q statt in A jetzt in B angebracht, so wirken auf den Punkt 
E die beiden unter sich gleichen Kräfte Q und Q'*, deren Resultante T 
(nach S. 2. S. 9) QBQ" halbiren wird. Wenn man ebenso die Kraft P statt 
in A jetzt in B angeheftet denkt, so hat man an den Endpunkten der 
starren Linie BF die beiden parallelen Kräfte P und Q* wirkend, deren Resul- 
tante S (nach 8. 3. S. 15) ihren Anheftungspunkt in D hat, wenn dieser 
die Linie BF so theilt , dass 

BD:FD=^Q':P 

^Q:P 

=:AC:AB 
ist« Es ist aber ersichtlich, dass D die Spitze eines Parallelogramms ist, 
welches man aus AB und AC, den Verhältnisslinien der beiden Kräfte P 
und Q und aus dem zwischenliegenden Winkel A bildet. Hierbei ergibt 
sich femer, da CB=iAB gemacht wurde, also auch =C0 ist, dass die 
Figur CDFE ein Rhombus ist, dass also die vorhin gefundene Richtung 
der partiellen Resultante T rückwärts verlängert durch D geht. Denkt 
man sich nun diese Kraft T statt in E jetzt in D angeheftet, so haben 
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wnr statt der frAhern vier KdUte P, Q, Q\ Q'* oder statt der beiden ur- 
sprSnglicben Kräfte P und Q die beiden neuen KrSfte S und T, welche beide 
auf den Punkt D wirken, deren Resultante R also auch durch denselben 
Punkt D gehn muss. Dieses muss aber stets stattfinden, wie gross oder 
wie klein die Verhültnisslinien AB und AC auch angenommen werden 
mögen» Die bei den verschiedenen Verhältnissgrössen entstehenden Pa- 
rallelogramme werden alle dem Parallelogramm ABDC ähnlich sein und 
nach einem, dem so eben angestellten analogen P.aisonnement, wird die 
Resultante immer durch den Angriffspunkt A und durch die gegenüber- 
liegende Ecke des Parallelogramms gehn. Da alle diese Ecken in einer 
geraden Linie Hegen, so haben wir zunächst diesen Satz: Wenn zwei 
Kräfte P und Q unter einem Winkel BAC auf einen Punkt A 
wirken, so trage man auf ihren Richtungen die Verhältniss- 
linien AA, ilC ihrer Stärke auf, vollende das Parallelogramm 
ÄBDCf dann ist die Diagonale AD die Richtung ihrer Re- 
sultante. 

Aus diesem Satz folgt unmittelbar folgender 

Zusatz: Wenn man die Richtungen AP und AQ zweier Kräfte und 
auch die Richtung AR ihrer Resultante kennt, so wird man sogleich das 
Verbältniss der Stärke der beiden Composanten finden können, wenn man 
von einem beliebigen Punkt D der Richtung der Resultante Parallele DC 
und DA mit den Richtnngen der beiden Kräfte P und Q zieht; es wer- 
den alsdann die dadurch abgeschnittenen StQcke AB und AC die Ver- 
hältnisslinien der beiden P und Q sein. 

Um nun auch noch die Verhältnisslinie der Grösse der Resultante R 
zu bestimmen, denke man sich die Diagonale DA über A hinaus nach. 
AM hin verlängert und denke in dieser Richtung und in diesem Sinn 
die ihrer tirösse nach noch unbekannte Kraft R angebracht, so werden 
diese drei Kräfte P, Q, R sich das Gleichgewicht halten und man wird 
jede einzelne von ihnen, z. B. Q, als die Resultante der beiden übrigen P 
und R betrachten können. Verlängert man nun die Richtung der Kraft 
Q über A hinaus nach AN, so wird dieses die Richtung der Resultante 
der beiden nach AP und AM wirkenden Kräfte. Zieht man nun nach dem 
vorhin angeführten Zusatz von einem Punkt auf AN und zwar von G aus, 
wenn beiläufig AG=^AG gleich der Verhältnisslinie der' Kraft Q ist, eine 



— *♦ — 

Parallele mit AM, so trifTt diea^ 4ie AP in depi Pnokl 0, sq ^a 4iM 
die frühere und auch die jetzige Verhaltniaslini^ (|er Kraft P ist. Es wird 
aber ferner, wenn man GH parallel mit AB zieht» AH die Verl^l^r^is^linie 
der Kraft ü, so dass P sich zu R Yerhält, wie AB zu 4^ i^nd da 4i6:=silCi 
uud» wie leicht aus der Construetion ersichtlich» AH'^tfi^AD ist, (a 
foljjt 

P:Q:R = AB:AC:AD 
d. b. wij^ erhalten jetzt folgenden allgemeinen, unter dem Namen des Pria- 
cips des Parallelogramms der Kräfte bekannten 

Satz: Wenn zwei auf einen Punkt A wirkende Kräfte P 
und Q durch die Verhältnisslinien AB un^ AC reprasentirt 
werden, so stellt die Diagonale AD des .9ua jen^n beicl^q 
Kräften und dem zwischenliegenden Winkel ihrer Richtun- 
gen gebildeten Parallelogramms ABDC, sowohl der RichtnuBt 
als der Grösse nach die Resultante dar.*) 



^) Wegen der Wichtigkeit dieses Satzes sojl hier aoch ein audejper Be- 
weis desselben und zwar, der Hauptsache .nach, ebenso wie ibn Poissen in 
seinem Trait^ de m^canique gegeben bat, milgeiheilt werden. 

Es mögen in Fig. Vll. auf den Punkt M in den Richtungen MA und MB 
die beiden gierchen Kräfte P wirken, so wird die Richtung der Resultante R 
die Livie JJ>. sein, wekhe (lach S. 10.) den Winkel AM9^=s2» halbirt, so 
dass AUD==^BJifIX^x ist. Die (>r4s$e der Resultante R wird qffenkar «k- 
hän^^ s<iin von der (j^össe der Gompo^ante P und voji ^em Wi^kei 2^, se 
dass wir mit vollem Recht setzen dürfen R=^F (fy x). Da Ä und P ni(?ht 
absolut bestimmte Grössen sind, sondern nur, was man auch für eine Mass- 
einheit der Kräfte wählen mag, ihr gegenseitiges VerhSltniss dasselbe bleiben 
rouss^, so folgt, dass, da m obiger CHeichung die linke Seite vom ersten €rad 
iil Rezug auf R «st, wegen der erfordeilieben Bono^en^iUlt ^nei filcichung^ 
auch die rechte S^^te di^ ^6^% P n\\T ij| <^r ersA^n PoMffz UAd 4» geipeiii- 
Sjamen Factor enthalten nuiss. 

Hiernach werden wir zu setzen haben: H?=P.jr(a?), oder wenn man, 
wie es für gegenwartige Untersuchung passender ist, f {x\=^2 , g> {x) setzt: 

R=:2P.q>{x). 

Man kann sich nun aber jede der beiden Krifte P als die ^sttltant« 
zipiei^r unter einander gleichen Kräfte Q dMiken, wenn nur die Mchtuagen die« 
ser beiden letztern, eine^r SeiU. 4M' Wl. MA'' Q^it Jtfi nn^^ ai^dr^r S^ts MM' 
und MB'' uKt Mß gle^he Wii>.l^et twld^. Dieser Wankel A'M4.^4MA'^. 
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Die gefundene Proportion P:Q:M^ÄB:AC:AD wird sich mit Hilfe 
geo^ieiri^eher Anacbaiiong auch noch in eine Mdre Form bringen lassen; 
da nämlich ÄB=^CD ist, so wird: 



B*MB^=^BMB'* soll x heissen. Alsdann wird man die Kraft R entweder als 
die Resultante der beiden KrSfte P oder als die Resultanle der vier gleidien 
Krifle Q belracliten kdnnea. 

Es ist fber die Kraft P, als Resultante der beiden gleichen Krttfle Q^ 
nach dem Obigen offenbar: 

also wird: 

Ä = 4 0.qp(a:),9(*). 
Nun kann man sidi femer die beiden Kräfte Q, welche in den Rich- 
tungen MA* und MB* wirken, in eine Resultante B* vereinigt denken, deren 
Rfehtung MD sein muss und deren GrQsse, analog, durch 

ausgedrftckt wird« 

Ebenso werden die beide» l^rftfte Q, welche in den Richtungen MA** 
und MB** wirken, sich in eine ebenfalls nach M) gerichtete Resultante JR'' 
vereioigeinf deren Grösse ausgedrückt ist durch 

R**^^Q.q)(ß+%). 

Da nun aber R sowohl, als B! und R** in derselben Richtung MB wir« 
ken, so muss offenbar: 

Ä^iT + Ä" 

sein, woraus sich nach Einsetzung der angegebenen Werlhe und nach Divi- 
sion durch 2 Q folgende Bedingungsgletfllmng zur Bestimmung der Natur der 
Function (p ergibt: 

(tun kennen wir aber aua d^ Gleioknng it^p^^P.^-fjr), .wieil (nach S« lt^> 
die Resultante R stets kleiner als 2F sein muss, für die Nalur der Functieo 
noch diese wesentliche Bestimnmag , dasf (p (a>> st^ts zwischen und 1 liegt, 
so dass man stets einen Winkei ur lylrd angetan könneji , der zwischen 0* 
und 90® liegt, von der Art, dass 9p (o^) ==^fP<t« wii^). 

Nach Sw 10 iin4 S^ 11 wird fOr die. spefiielji/en Fälle a;=3;C|* u«d a^x^OO*,. 
respcctive Ä = aPund Ä:=P, alsp ergibt sich,, im Vergleichi mU der alt 
gemeinen Bedingung B^^2P.ip{x)y beiiehlicb: 

9(^)«9>(0*)=1 

da wir aber q>(x) gleich dem Ce^Siipus eines Wiiikels w gesetzt haben, der 
kleiner als ein Rechter ist, so wird eatsprechead 
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P:Q:R-CB:AC.ÄD, 
oder da die drei letztem Linien die Seiten eines Dreiecks sind, weldie 



und tl>:=:60* 

d. b« in bei4en Falle» losir. 

Wir müssen aber, um weiter schliessen zu können, zunächst beweisen, 
dass wenn fQr einen speciellen Werlh von x=a die Function ^{a) = cosa 
ist, sich dieselbe Natur der Function für eine ganze Reihe von Werthen des 
X ergibt. Wir setzen deshalb in der allgemeinen Bestimmungsgleichung 

25p (x).q> (z) = yCa?— z)+qp(dp + *) 
x + z=a und x — 1=0, so wird: 



^^^1^^2(0)+^) 



wo bei der Wurzelausziehung nur das positive Zeichen zu nehmen ist, da nach 
einer vorhin gemachten Bemerkung q)(x) stets positiv, zwischen und -f~ ^ 
liegt. Da nun g> (o) = cof 0*= 1 und q> (a) = cosa angenommen ist, so wird: 



(a \ /\+cosa - 

"ä~)= V — ä~='^*"- 



Hieraus folgt: wenn für irgend einen speciellen Werth a des Elements 
von g) \x) die Natur der Function q> der Cosinus dieses Elements ist, so fin- 
det dasselbe auch bei halb so grossem Element statt; durch wiederholte An- 
wendung desselben Schlusses erhält man daher allgemein : 



9(§r)=<^»(^) 



Setzt man nun für den Augenblick -^ — = j9> wobei wir wissen, dass ß ein 

solcher Werth des Elements x ist, dass q> (x)=:g>iß)^=eo9ß wird, oind 
setzen wir ferner in nnsre allgemeine Bestimmungsgleichung x=:x^=^ß, so 
§ibt diese: 

d.h. 2eoiß^=\+q>(2ß) 
mithin q)(2ß) =: cos2ß 
Hieraus schliessen wir wieder, wenn für irgend einen bestimmten Werth 
ß des Elements x die Natur der Function (p der Cosinus dieses Elements 
ist, dass dasselbe auch beim doppelten Element satt findet und durch Wieder» 
holung des Schlusses allgemein : 

g>(mß)^= eotmß 



oder da/J=-g^ ^("^1^ 



ma 

C0$ -ITT 
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natfirlich in demselben Veriiältiiras unter einander aiebn, wie die Sinus 
der Gegenwinkel: 



Setzen wir ferner ---~ = y, su ist y ein solcher Werth des Elements x^ 

dass qp (d?) = 9)(y) = co«y ist; und setzen wir nun in der atlgemeiDen Be« 
slimmungsgleicbung j;=|>y, zas^y und berücksichtigen dabei, dass (pi\y) 

= 2.5p(|^y)* — l ist, so erhalten wir 

4 .yCiy;* — 3 . yCly) = co«y. 
Diese Gleichung hat bekanntlich drei reelle Wurzeln: 

9(iy)*co4y 

^coH120» + iy) 
=: CO« (240« +|y) 
Da aber einer Seits y nie grösser als 90®, ^ y also nie grösser als 30® 
werden kann und da anderer Seits ^ (x) stets positiv sein muss , so werden 
für vorliegende Untersuchung die beiden letzten Wurzeln keine Gllligkeit ha- 
ben und man erhält den einzigen Werth 9>(|^y) = co«|-y, oder nach Wieder- 
holung desselben Schlusses 9^1 ^ ) = <^o^ ( ^ ) <1*1>« >^^ch Einsetsung des 



Werth« TODy: 9>(ä^) = ">*[-^\ 



Wir könnten mit Leichtigkeit dieses Raisonnement in derselben Art fort- 
setzen und dadurch noch Potenzen von 5, 7 und von allen möglichen Prim- 
zahlen in den Nenner bringen. Die Rechnung wirklich weiter zu verfolgen, 
w9re fiberflüssig, es ist hinreichend die Aiöglichkeit und Ausführbarkeit der- 
selben einzusehn, und wir dürfen sonach geradezu folgenden Satz aussprechen: 

Wenn man irgend einen Werth o; =b a von der Art kennt, dass man be- 

baupten kann ip (a?)a=5p(a) sei gleich eo$a^ so ist aueh q> 1 ■ • — .a I 

= ^' I ör"ä^~7^^ • ^ 1» "**" wissen wir aber, dass für a:= 60* die Function 
\ 2*. 3P. O".««« / 

5P (60*) wirklich =± CO« 60® ist, es wird daher auch für 

2«. 3^.5«.... 
stets q> (x)=co$x sein. 

Nun werden aber für die willkürlichen Grössen m, n, p, ^, •••• immer 

MBB 

solche Zablenwerlhe gefunden werden können, dass durch ^ — .60® 

jeder beliebige Winkel dargestelK wird, woraus man schliesslich folgert, dass 
für jedes x: q> {x)^=eesx. 



1 



Da aber 



so wird auch: 
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P: 0:JKe=«i'n CADiiiH ADC.HuDCÄ. 

iin CAD = sin C AH 

sin ADC=^sinBAD==:sinBAH 

sin DCA—sinBAC 

P: ! Ä = sin CAH: sin BAH r *i>i BAC 



Wenn also zwei gleiche Kräfte P unter dem Winket %x auf einen Punkt 
wirken, so wird ihre ResuiUnte 

R=:2P,eo$x» 
d. h. sie ist die Diagonale eines aus den Verbältnisslinien der beiden gleichen 
Kräfte P und dem zwischenliegenden Winkel 2x gebildeten Parallelogramms 
pder specieller Rhombus. 

Hat man nun zweitens zwei ungleiche Kräfte P und Q^ welche (Fig. Vül.) 
auf den Punkt A , zunächst aber noch unter einem rechten Winkel MAN wir- 
ken, so seien AB und AC ihre Verbältnisslinien; man vollende das Parallelo- 
gramm ABCD, ziehe beide Diagonalen, ziehe ferner FG durch A parallel 
mit MC und BF sowohl als CO parallel mit AD. Bei dieser Gonstruction 
wird sowohl AFBE als AGCE ein Rhombus und mau wird nach dem Vorigen 
AB oder P als die Resultante der b((iden gleichen durch AF und AB dar* 
gestellten Kräfte und ebenso AC oder Q als die Resultante der beiden glei- 
chen durch AG und AE (^=^£0) dargestellten Kräfte betrachten k^naen^ so 
dass wir statt der beiden Kräfte P und Q jetzt die vier Kräfte AF, AE, AG 
und AE (oder ED) haben. Da sich aber die beiden Kräfte AF und AG un- 
piittelbar gegenseitig aufheben, so reducirt sich die ganze Wirkung auf 4^+ 
AE (oder ED) i. h. auf 2.AE oder AD, welches die Diagonale de$ von P 
und Q gebildeten Parallelogramms ist. 

Hajt man endlieh drittens (Fig. fX.) zwei ungleiche Krtfle Pimd Q, wef* 
che unter einem beliebigen Winkel MAN auf den Punkt A wirken, so seien 
AB und iC ihre Verbältnisslinien; man voHende das^ ParaJleU^ramm ABDC, 
ziehe die Diagonale AD^ lalle auf sie die Perpendikel Ci7« BJ und ziehe auch 
FG senkrecht auf AD, endlich sei noch CG und BF parallel mit AD. Bei 
dieser Gonstruction wird man nach dem soeben Entwickelten AB oder P als 
die Resultante von AF und AJ und AC oder Q als die Aesuttante vein AG 
und AH. (=«U>) betj^acbte» kännen, so dass die beiden Kräfte Pyiid (^ durch 
die vier KrÄfle AF, AJ, AG und AH (^JD) ersetzt sind. Da sich aber hier- 
von die beiden Kräfte AF und AG geradezu gegenseitig aufheben, so bleibt 
.als Resistan te nur AJ + AH (^JD)t oder AD, d« h, die Magonate des aus P 
udd Q gebildeten Parallelogram«is» 
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d. b. weiin drei auf einen Paukt wirkende Rrifte P, 0« It si<^^ <)3^ Gleich- 
gewichl halten ) so wird die Terbäitniseinässige Stärke einer jeden Ton ih- 
iwo dureb den Sinus des Winkels repräsentirt, den die Richtungen der 
beiden andern Kräfte miteinander bilden. 

Auch ergebt sich hierbei noch leicht, wenn man ton den Endpunkten 
B und G der beiden Composanten Perpendikel BJ und CK auf die Re- 
sultante ÄD mit, so wird diese AD^AJ^JD 

= i/+ AK 
nun sind aber AJ und AK die senkrechten Projectionen von AB und AC 
auf die Diagonale AD und man kann daher auch diese Ausdrucksweise 
wählen: Die Resultante zweier Kräfte ist gleich der Summe der senkrech- 
icA Projectionen der beiden Composanten auf die Richtung der erstem. 

Die obige dreilbeilige Proportion liefert auch, wenn man sie in zwei 
£wmlheilige aufl5at: 

PiK^tin CAD : $iH DCA ^ sin CAD : sin BAC 
CiK^sinADC.sinDCA^sinBADirinBAC 



P«Ä- 



Ox=,fi. 



woraus : 

aiN» CAD 
sin BAC 

sin BAD 

sin BAC. 

Tritt hierbei der specielie Fall ein , dass der Winkel BAC awisohen 
den Richtungen der beiden Composanten ein rechter ist, so ist dessen 
Sinus = 1 und die beiden Winkel CAD und BAD werde» Complementar- 
Winkel; dann kann man diese Werike so schreiben: 

P — B.cosBAD oder P^B.sinCAD 

Q =3 R.sinBAD Q^R.m CAD. 

Umgekdirt wird m^n natfirlicb, mit Hilfe desselben Satzes vom Pa- 
ralleiogramm der Kräfte, jede gegebene Kraft in zwei SeitenkrSfte zer- 
legen kinnen, w^nxi die Riehtungen dersdben vorgeschrieben sind. 

Feiner wird man jede beliebige Anzahl von Kräften, die in einerfei 
Ebebre auf £in«a Punkt wirken , in eine einzige Kraft vereinigen können, 
ioAma man zueret die Resultante der ersten und zweiten Kraft sucht, 
«odann dieae R«0filla»te mit der dritten Kraft vereinigt u. s. w. f. 

Man wird «udi eiM beMebige Anaahl von Ktiften, die irach beliebigen 
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Richtungen im Räume, aber alle auif einen Pu^kt. wirken, naeh demselben 
Satz vereinigen können. Denn da z. B. die Richtungen der ersten uod 
zweiten Kraft sich in dem einen, im gemeinscfaafUicben Angriffspaiikt 
schneiden, so wird man sich durch beide eine Ebene gelegt denken kön* 
nen, in welcher dann auch leiclit die Resultante und zwar durdi den- 
selben Angriffspunkt gehend construirt werden kann. Durch diese Resul* 
tante und die dritte Kraft darf man sich dann wieder eine Ebene gelegt 
denken und hierin wieder eine neue Resultante, u. s. w. f. 

Auch umgekehrt wird man irgend eine gegebene Kraft in eine belie* 
bige Anzahl nach vorgeschriebenen Richtungen wirkender Kräfte zerlegen 
können. 

Diese in den letzten Sätzen angedeutete Zusammensetzung und Zer- 
legung der Kräfte hat aber offenbar etwas Zerfahrenes und Ungeregeltes 
an sich, und um dieses zu vermeiden, ist man, weil es sich um räum- 
liche Verhältnisse handelt, auf die gebräuchlichen rechtwinkligen Coordi- 
naten-Systeme zurückgegangen. 

Wenn irgend eine Kraft P ihrer Grösse und Richtung nach gegdien 
ist, so muss die erstere Eigenschaft durch eine begrenzte Verhältnisslinie 
(im Verhältniss zur präsumirten Maass-Einheit der Kraft) und die zweite 
durch die Winkel <x, ß, y^ welche die Richtungslinie mit drei rechtwink- 
ligen Coordinatenaxen bildet, bestimmt sein. Nimmt man nun Fig. X. 
den Anheftungspunkt der Kraft zum Anfangspunkt des Coordinaten-Sy- 
stems (was unter allen Umständen geschehen kann, indem man eventuell 
durch einfädle Hinzufügung von Constanten zu den Coordinatien das ur- 
sprünglich gewählte Coordinaten-System in ein durch den genannten An- 
heftungspunkt parallel gelegtes umwandeln kann) und legt man alsdann 
durch den Endpunkt Ä der Verhältnisslinie der Kraft P drei Ebenen, die 
parallel mit den Coordinaten-Ebenen sind, so wird P die Diagonale eines 
Parallelepipedums, dessen drei in einer Ecke zusammenstossenden Kanten 
OB, OC, OD=sP.cosa, P.cosß^ P^cosy sind, wenn a, ß, y dierespecti- 
ven Winkel der Diagonale P mit den drei rechtwinkligen x, y^ z Axen 
bedeuten. Denn wenn man von A das Perpendikel AB auf die oiy Ebene 
fällt und BO und AD zieht , so ist OA Diagonale in dem Parallelogramm 
AEOB und kann also als Resultante zweier durch OB und OB dargestell- 
ten Kräfte betrachtet werden , weiter, ist aber auch OB Diagonale in dem 
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Parallelogramm OBEC und kann wieder als Resultante zweier durch OB 
und OC dargestellten Kräfte angeselm werden, so dass OA die Resultante 
der drei reclitwinkligen Kräfte OB, OC, OD oder Pcaa, Pcosß, Peo$y Ist. 

Wirken nun auf den Punkt mehre Kräfte P|, P,, P,, , deren 

Richtungen mit den Coordinaten-Axen die Winkel a, ß, y mit dem betref- 
fenden Index bilden , und denken wir jede dieser Kräfte auf die so eben 
angegebene Weise in drei rechtwinklige Seitenkräfle zerlegt, so erhalten 
wir in den Richtungen der drei Axen folgende Kräfte: 
in der a;Axe: 

P|Cosa|, P^toza^y P^cosag, 

in der yAxe: 

P^tosßi, P^eosß^, Pitosßg, 

in der jsAxe: 

Pito$y^y Ptcosy^, P^cosy^, 

In jeder Axe kann man die Kräfte, da sie alle in derselben geraden 
Linie wirken, durch einfache Addition in eine einzige vereinigen, wobei 
sich die in dem einen Sinn Yon denen in gerade entgegengesetztem Sinn 
wirkenden unmittelbar durch das gehörige Vorzeichen unterscheiden wer- 
den, wenn man nur darauf achtet, die Neigungswinkel a, ß, y immer in 
gleicher Weise von 0® bis 360* zu zählen. Hierdurch erhalten wir drei 
nach den drei rechtwinkligen Axen gerichtete resultirende Kräfte, deren 
gemeinsamer Angriffspunkt der Anfangspunkt der Coordinaten ist und die 
wir durch X, F, Z bezeichnen wollen. Wenn man aus diesen, als Kan- 
ten betrachtet, ein Parallelepipedum. construirt, so wird die Diagonale des- 
selben, die R heissen mag, ihre Resultante sein uhd somit zugleich Re» 
sultanle sämmtlicher ursprünglich gegebener Kräfte P. Bezeichnet man 
nun noch durch a, ß, y ohne Index die unbekannten Neigungswinkel die 
ser Resultante Jt gegen die drei Axen, so hat man offimbar: 

X^jR.coscr 

Yz=zR.eo9ß 

Z=:R,cosy 
woraus man durch Quadrimng und Addirung erhält: 
ÄHco«cr*+eo«/9* + co«y«)=«X*+ y»+Z» 
oder, da bekanntlich eosa^+cosß^ + cosy^'^ly^ weil a, /?, / die drei 
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Winkel sind« welehtf eine gerade Linie mit drei re<^btwihkl!geii Coordt- 
naten-^Axen bildet: 

welches die Gr<>sse der ReauUaote Jt giebU Die Winkel derselben mit 
den Axen erb&lt man alsdann aus den verigen drei Gleichungen 

X X 

co$a=^ -rr- = 



Ä ^x}+r^ + p 



Y ¥ 



z z 

Auch erhält man, wenn man dieselben vorigen drei Gleichungen der 
Reihe nach mit cosoj cosß, eosy mulliplicirt und dann addirt 

X,co8a + Y. €08 ß + Z. eo8y=R • (cosa^ + cosß^+cosy^) 
oder wegen der vorhin genannten Bedingungsgleichung: 

R=^X.co8a + Y.co8ß + Z.cosy 
d. h. die Resultante ist gleich der Summe der rechtwinklige^ Projectionen 
der drei Composanten auf die Richtung der Resultante. 

Diese ganze Entwickelung ist natürlich auch anwendbar auf Kräfte, 
welche nur in einer Ebene wirken. Nimmt man diesö atsdann zur 
fl;j^ Ebene, so hat man in den bisherigen Formeln nur alle y gleich 90* 
zu setzen, wodurch deren Cosinusse verschwinden, wad auch i=s giebL 

S.6. 

Wir haben in $.4 (S. 19) angemerkt, dass drei unier eitiandel^ pa«- 
rallele Kräfte P, Q, R im Gleichgewicht sind, wenn R=^P+Q und P.p 
9sQ.q^ wobei P und Q in einerlei Sinn und R in gerade entgegengesetzt 
tem Sinn wirken und p und q die re^ctiven senkrechten oder schief'- 
winkligen Entferftungen des Anheftungspankts der Kraft R von den Rtcb^ 
tungen der beiden andern Kräfte kedeulen. Es wurde ferner bemerkt, 
dass jede dieser drei Kräfte, z. B. Q, als diejenigii betrachtet werden könne, 
welche der Wirkung der beiden andern das Gleiehgewicht hält. Es fand 
sich zu deren vollständiger Bestimmung < wobei man also P und Ji und 
deren gegenseitigen Abstand p ads gegeben ansah , ^stUeh ihre Grösse 

Q^A^P 
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und die Eatf^mung ihres Aoheftuogspunkts von der Bieblung der Kraft Jt 

P.p 

Wir haben dort den speciellen Fall R=P ausdrücklieb ausgescblos- 
sen und dieser soll jelzt einer genauem Bctraebtung und Untersucbung 
unterworfen werden. Wenn wir für P einen fest bestimmten unveränder- 
lichen Werth annehmen , das R aber uns im Zustand der Variabilität den- 
ken, und wenn wir dann den Werth dieses Jl immer mehr und mehr dem 
Werth des P sich nähern lassen, so sehen wir, dass die Resultante Q im- 
mer kleiner» die Entfernung q aber ihres Anheftungspunkts immer grösser 
wird, Bis endlich bei R gleich P, die Resultante 0=^0, die Entfernung 
q aber unendlich gross wird. Hier entsteht die Frage, wie soll man die- 
ses deuten? Entweder könnte man daran denken, dass die beiden glei- 
chen Kräfte jR und P sich geradezu das Gleichgewicht halten; dagegen 
spricht aber, dass nur zwei in gerade entgegengesetztem Sinne wirkende 
Kräfte einander gleich sind und sich aufheben, weno sie in einerlei 
Richtung wirken, was im vorliegenden Fall nicht zutrifit, da wir ausdrück- 
lich eine Entfernung p der Richtungen beider Kräfte angenommen haben. 
Oder zweitens, jenes Rechnungsresultat könnte andeuten, dass der Wir- 
kung der beiden gleichen Kräfte R und P nicht durch eine einzige Kraft 
das Gleichgewicht gehalten werden könne. Und dieses ist in der That 
das Richtige. Denn bezeidinen wir die beiden gleichen Kräfte mit einer- 
lei Buchstaben P nur mit hinzugefügten verschiedenen Vorzeichen und neh- 
men wir an, es wäre möglich für sie eine einzige Resultante Q, die in 
irgend einer gewissen Entfernung q angebracht ist, zu finden, so dass 
also zwischen +P, — P, +Q Gleichgewicht stattfände, dann wird ebenso 
auch, da bei dem System der beiden Kräfte +P, — P nach beiden, nach 
der positiven wie nach der negativen Seite hin Alles vollkommen symme- 
irisch und identisch ist, die Kraft — Q, in derselben Entfernung q wir- 
kend, eine Resultante für +P und — P sein müssen, so dass auch +Py 
— P, -r-O im Gleichgewicht waren. Nehmen wir nun zunächst das er- 
stere an, dass 4-P, — P, +Q im Gleichgewicht seien, so wird dieses 
offenbar nicht gestört werden, wenn man in derselben Entfernung ( die 
beiden sich selbst vernichtenden Kräfte +Q und — hinzufügt, so dass 
die fünf Kräfte +P, — P, +0, +0, —Q im Gleichgewicht bleiben. 
IL 3 
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Kur WuM« ib^ i^ortiifa amgcfmerkt, dass unter der gdtflilcfat«« Vi^raiitt^ 
Setzung sich auch +P, — P, — Q das Gleichgewicht halten, wodurch 
dann die beiden in einerlei Sinn wirkenden Kräfte +Q, +Q sich gegen- 
seitig aufheben müssten, was offenbar nicht möglich ist. Es wird dess- 
halb nie eine einzelne Kraft geben können, welche der Wirkung der bei- 
den Kräfte +P, — P das Gleichgewicht hält; es gibt aber stets deren 
zwei, welche das Erforderliche leisten. — Bevor wir dieses beweisen, mö- 
gen zur Abkürzung im Ausdruck folgende Benennungen hier angemerkt 
Werden. 

Zw6i Kräfte +P, — P, welche unter einander gleich, m parallelen 
Richtungen , in gerade entgegengesetztem Sinn , aber nicht auf einen und 
denselben Punkt wirken, werden von Poinsot une codple (Koppel) 
genannt, im Deutschen hat man noch nicht eineil gan^ allgemein ange- 
nommenen Namen' dafür, entweder heissen sie ein Kräfte paar odei" 
Parallelpaar oder schlechthin Paar. Die senkrechte Entfernung p der 
beiden Kräfte nennt man den Hebelarm des Paars oder seine Breite; 
und das Produkt P.p, aus Kraft und Hebelarm, das Moment des Paa- 
f6s. — Als Winkel, unter welchem die Kräfte auf den Hebelarm wirken, 
soll stets der rechte angenommen werden, obwohl jeder andre ebenso 
zulassig wäre. — Was die Natur der Bewegung betrifft, welche eiil Kräfte- 
paar dem Körper, an welchem es wirkt, mittheilt, so ist augenscheinlich, 
dass es keine geradlinige oder in einer bestimmten Richtung bin fort- 
strebende sein kann, weil ihr sonst durch irgend eine einzelne Kraft 
müsste entgegengewirkt werden können. Um sich irgend eine Vorstellung 
von der Natur der erzielten Bewegung zu machen, denke man sich auf 
der Ebene des Padrs zwischen den beiden Kräften auf dem Hebelarm ste- 
hend und das Auge nach der einen von beiden Kräften gerichtet, so wird 
diese zu streben scheinen, den Körper, an welchem das Paar wirkt, nach 
der rechten (oder linken) Seite hin zu drehen, und wenn wir uiis s6 
umwenden, dass unser Auge nach der andern Kraft gerichtet ist, so wird 
auch diese ebenfalls streben den Körper nach derselben rechten (odef lin- 
ken) Seite hin zu drehen. Man sagt dann, das Kräftepaar habe einen 
Sinn zum Drehen von der Linken zur Rechten (oder von der Rechten 
zur Linken). Diesem gemäss spricht man auch von Paaren, die einerlei 
oder entgegengesetzten Sinn haben. Man muss dich hierbei aber Wohl 
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hfiten , an tivie wirklich effectoirte Drehung 2tl denken ; denn dazu würdet 
h6di ein s*hr wesentlicher üraslaAd, rrämlich die Fixirnng eines ftinktiJ 
^öi*en, Um i^elchen dre Di'efaung stattfünde. 

Wenn wfr nrrö anch nicht die eigentliche Natur der Wirkung cincÄ 
Parallelpaars definireii können, so wissen wir doch sicher, dass es irgend 
eine Wirkung ausübt, weil wir im Stantfe sind, darch Hinzufugung andrer 
Kräfte Gleichgewicht herzustellen. AI^ f^^undameiA hierzu kann man fol- 
genden Satz aufstellen: 

Satz. V^enn eih Kräftepaar (+P, — ?) und in derselben 
Ebene an irgend einer beliebigem Stelle eine einzelne Kraft 

Q (welche nach dem Frühern nie im Gleichgewicht sein können) gege^ 

p « 

ben sind, so lässt sich immer eine solche Linie {= * 

finden, dass das Kräftepaar i+Q^ -^Q) ^n dem Hebelarm q 
dem ersteren Kräftepaar das Gleichgewicht hält. 

Beweis. In Plg. Xl. sei* das Kfäftepaar (+P, — JF^) an dem Hebel- 
arw ÄBc^f und die KrufC +Q 'm 4em Punkt C gegeben. £s wird be^ 
haupteiy dass es auf AB eitten solchen Punkt B gebe, dass^ wenn man 
Von ibw ein Perpendikel ff» 9 auf die RicbliiQg der Kraft + <? fällt und 
ftHdh in ihm eine Kraft — Q parallel mit +Q anbringt, die vier Kräfte 
+ P^ — P, +-0, — im Gleichgewicht sind. 

Man yeridngere die Ricbtung der Kraft Q, biB sie AB in dem Punkt 
tk licbneideU Hierhin kann man sieb did Kraft Q übertragen und dann 
in die beklett Kräfte + 7» +S verlegt denken« Die beiden an den End* 
pmkteii von AD wirkenden Kräfte + F und +S werden sich in eine 
einzige Kraft + (P + S) in dem Puokte H vereinigen, wenn dieser letz* 
tere so liegt, dads P.AU^S.DM ist. W^n man nun eiirea Punkt B 
so wählt, dass S.BM=:P.BM ist und in i^ die Kraft —S anbringt, so 
werden sich die an den Endpunkten von BE i^rkenden Kräfte — P und —5 
in «ia»# einzige, in demselben Punkt M wMtende Krarft -^ (P + S) ve^eii^i^ 
gen , weldMi offenbar der voi4g^ Kraft +(F+S) das Gleichgewicbt bält 
&ingt man mm' Bo«h in B die Kralt ^ T, gleidi und gerade entgegen- 
gßietxA Aet in D er&iltetten aweiteo GenfesenteA vm Q an, so leuehtet 
ein, dass die sechs Kräfte +P, — Pr *\^T, ^Tf +Ä> — S im Gleich^ 
gewidit sind; oder wenn man sowohl inv JS^ al^ in D die beiden Seiten- 

8* 
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kräfte T und S in ihre ursprüngliche Mittelkraft Q Tereioigt und die in 
D aagisbradite nadi F überträgt, dass die beiden Kräftepaare (+P» — F) 
am Hebelarm ÄB^p und (+Q, — Q) am Hebelarm EF^q sieb das 
Gleichgewicht halten. Um die Linien DE und EF näher zu bestimmen, 
addiren wir die beiden vorhin benutzten Gleichungen: 

P.AM^S.DM 

P.BM^S.EM 
wodurch wir erhalten: P.ABss S.DB. 

Wenn wir aber für einen Augenblick den Winkel fDF. durch « he- 
iceichpen» so ist 8= Q*sina 

und DE.sina^EF 

also S:DE.9ina=:Q.EF.sina oder S.DEtsiQ.EF, mithin: 

P.ÄB=:Q.EF 
oder endlich P.p^Q.q. 

Da der hier erhaltene Werth }= '^ ganz unabhängig von dem 

Anheftungspunkt und der Richtung der Kraft Q ist, so wird es vollkom- 
men gleichgültig sein, wo und wie die Kraft Q gerichtet ist, wenn sie 
nur in derselben Ebene mit dem Kräftepaar {+Py —P) liegt. Wo und 
wie also das Kräftepaar (+0) — Q) mit dem Hebelarm q in derselben 
Ebene liegt, wenn es nur in entgegengesetztem Sinn zu drdien strebt 
als das Kräftepaar {+P, — P) an dem Hebelarm p, so hält es diesem 
das Gleichgewicht. Dieses heisst doch aber nichts Anderes als: Ein 
Kräftepaar kann geradezu an jede beliebige Stelle seiner 
Ebene und in ganz beliebige Richtung gebracht werden^ 
stets übt es dieselbe Wirkung aus. 

Ferner* wird man aber auch für jede beliebige andre Kraft Q* einen 

P.p 
zugehörigen Hebelarm {' = -^ finden können , so dass das Kräftepaar 

(+Q*j' — (?0 ^^ diesem Hebelarm q* dem Kräftepaar (+P, — P> ao dem 
Hebelarm f das Gleichgewicht hält. Es wird daher das Kräftq[»lakar (+(?^ 

— Q*) am Hebelarm q* dieselbe Wirkung haben, als das Kräftepaar (+(?i 

— Q) am Hebelarm {• Die wesentliche Bedingung aber, woraus der be- 
treffende Hebelarm bestimmt wurde» war 

P^t^Q.q 
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and' trihl in iwUkea fall aiislog Min: 
w^riiiw sieh «rgibt: Q*i^Qf *^ 

Zwei Krirtepaare, die in einerlei Ebene und in einerlei 
Silin wirken, sind einander gleich, wenn ihre Momevie 
gleieh sind« 

Hieran kfiflpfen sich unmittelbar mehre wichtige Folgeningen. 

1) Wenn man in einer Ebene zwei Kriftepaare (+ P, — P) am Hebel«' 
arme At^p und (+P» —P) am Hebelarm CD^p\ abo bieide von 
gleichen Kräften aber ferst&iedenen Hrtielarmen , dabei in gleichem Siniie 
wirkend hat, ee wird man (wenn in A und C die posiUre», in B und D 
die ne^thren KrSfte wirken) nach dem Vorigen das zweite Kräftepaar so 
verlegen können, dass C in J fällt und die beiden Hebelarme eine ge* 
rade Linie AD^^p+f^ bilden; in dem Punkte B wirken aber dann zwei 
gleiebe und gerade entgegengesetzte Kräfte, die sich mithin geradjszu auf-* 
heben, so dass in A die Kraft (+P) und in D die Kraft C+^) «n ^i^^ 
Hebekirm p+ { fibrig bleiben, welche m ihrer Verbindung die beiden 
Paare ersetzen. Das Moment dieses neuen Paars ist aber P.(p+pO ^^^^ 
=:P.f +P«j)' d.h. gleidi der Summe der Momente der beiden einzelnen 
Paare, wodurch steh, wenn wir dasselbe Raisonnement auf mehre als 
zWei PaftM iii analoger Weise weiterrohren , folgender Satz berau^tellt : 

Wenn mehre Kräftepaare, welche alle gleiche Kräfte 
aber verschiedene Hebelarme haben, in einer Ebene gege- 
ben sind, so ist die Gesammtwirkung aller gleich der Wir- 
kung eines einzigenKräftepaars, an welchem dieselbe Kraft 
wirkt und dessen Hebelarm gleich der Summe der Hebel- 
arme der einzelnen Paare ist. — Das Moment des resulti- 
renden'Kräftepaars ist gleich der Summe der Momente der 
einzelnen Paare. 

Sollten unter den gegebenen Kräftepaaren einige in entgegengesetrtem 
Sinn zu drehn streben, so ist leicht ersichtlich, dass deren Hebelarm als 
subtractiv auftreten , so wie auch ihre Momente negativ sein werden. 

2) Wenn man in einer Eb^ne zwei Kräftepaare C+P*, —PO am 
Hebelarm AB^p und C+FS — P'') am Hebelarm CD^p, ako beide 
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von ▼erschiedenen Kräften aber gleieben HeMtrttet» Mm im igMcHm 
Sinn strebend bat , eo wird man das en^le faur so verlegen können, 
dass CD mit AB zusammenfallt, wobei jsi(ph 4jinO die. Xrtfte P vmA P" 
ebne Weiteres zusammenäddiren. Man erbdlt dadurcb ein Kräftoi^ilHr ve« 
demselben Hebelarm p und einer daran wirkendeo Kfuft^ urelehe die 
Stt«ne dM* Krifte dar bejdlep gegebenen Paare i»l« . Das Mooient. die- 
ses neuen Paares ist (P'+P").p oder =P'.p + P".p d.h. gteiA der 
Summe, der Momente der beiden etnselnen Paereu Hierin« ergibt sich 
diirtdi einfaebe fjrweiterung folgender Sata: 

Wenn diebre Krüftepaare iron ver^fbiedenep KräUeA 
aber gJeicben Hebelarmen i^ einer Ebene gegeben $indi sn 
ist diefieeawflitwirkung aller, gleieb der W;irkung eines ein-* 
ligea Kräftepaars mit demselben Heb§Urm, während aber 
die 4araa wirkende Kraft gleich der Summe der Kräfte der 
einzelnen Paare ist« '-^ Pas Moment des reeultirenden 
Kräfiepaars ist gleich der 8«mme der Momente der eina^el* 
neft Paare. 

Wegen der Kräftepaare , die in entgegengeselzteia $inn wirktn« (itl 
das Analogei was bei Num. h bemerkt wurde« 

3) Wann man awei Kräftepaare (-f p^ —P)^m SebeUrm p vnd (+0. 
-^ Q) am Hebelarm q^ y4>n vf rscbiedenen Kräften und Yersobiedenen Qebel^ 
armen batf »o kann man das eine derselben^ z, B« (+0> ^Q) em Hebel- 



arme q in ein anderes (+P, — P) am Hebelarm '^ verwaüdclö, da 

wir oben gesebn haben, dass Kräftepaare einander, gleich sind, w^nn ibre> 
Momente gleich sind. Dadurcb - erhalten wir nun ;$wei Kräftep^are von 
gleichen Kräften .aber verschiedenea Hebelarmen » die sich nach Num« h 
zusammensetzen. Hieraus folgt dann endlich dieser Satz* 

Mehre Kräftepaare in einer Ebene von beliebigen Kräf- 
ten und beliebigen Hebelarmen lassen sich stets in ein ein- 
ziges Paar zusapimenaetzen und zwar wird iron diesem nur 
die eine Bedingung erfordert, das« sein Moment gleich iet 
der Summe der Momente der einzelnen gegebenen Paare« 

Auch hier gilt in Beiug ai|f Kräft^eare von e$tgegepgeaetitem Sinn 
dieeelbe Bemerkung^ w^i bei de» .b#id?n vorigen Nommarn^ 



Wifn ttn liaa cwei .Krift«)MAre <+ P, -^P) an dm HeMam p 
und (+Py —P*) an dem ÜBMami p' hat, «o verbalto liohP:JP'=efii:«l' 
Niid]i;p''« 11:11^., ao daaa P eine gtfwisae Einheit der Kraft moiHii P aber 
m'mal und p ciso gehfriaae Ungeneinheit nmal« i»' aber mnal enthalte*); 
ahdAnn kann, «nto daa Kriftepaar (+P9 — P).an dem Hebdarm jp» nach 
der «raten 4er drei varigen Nummern, b^rachten als die Sattme rott 
fi Kräftepaaren mit derselben Kraft P an einem Hebelam, der dteLaogebf 
enheit kit, and .darauf wMar jedes der ao erhaltenen n Paare, nadi der 
»fr arten der drei lorlBpen Nnminem ala die S«mm^ voA mKräftepüarenv 
an welchen die Eaahait der' Kraft an eifletii Hebdahn gleich der Laigeit- 
einheit, wirkt, so dass man im Ganzen m.n solcher Paare erhilt, deren 
GesaniBttwiirkn^ l^eich der dea gdgebeikeki Krfiftepaars (+Ps ^^P) am 
Hebelarm p ist. Auf demselben Wif^e ergibt ^ich , dass die Wirkung d^ 
zweiten Kräftepaars (+P', — P*) am Hebelarm p' gleich ist der w'.n' la- 
chen Wirkung eines gleichen Paars, an welchem die Einheit der Kraft 
an einem Hebelarm gleich der Längeneinheit wirkt. Daher werden sich 
die Wirkungen beider gegebenen Paare zu einander verhalten 
wie 4hm t mV oder n«ch der an^enömttienis» Bedeutung Ton «71 und n^ so 
wie P.ptP'.p' oder wie ihre Momente. S6t2en wir nuh P' gleich 
der Einheit der Kraft ufid p' gleich der Einheit des Längenmaasses , so 
wird das zweite Paar die Einheit der Paare und man wird seine, der In- 
nern Natur nach unbekannte, Wirkung als die Einheit der Wirkungen 
alier Paare betniahten können. Hiernach geht aber die genannte Propor- 
tion in. fejgemle ^Wer: 

Wirk, des- I.Paar. : Einheit d.W. = P.p:l 

oder: die Wirkung eines Kräftepaars (+ P^—P) am Hebelarm 

■ ■ • * ■ . . . 

p ist gleich P.p d. h: gleich dem Moment des. Paares oder 

-gleich dem Product aus Kraft und Hebelarm. Hierbei muss man 

natürlich das Predoet von P/iindp in demselben Sinn nehmen, wie man 

eä stets bemi Froduct von benannten Grössen thut, näinlich die einzel- 

nöÄ iPactoren gemessen durch' ihrfe bezüglichen Einheiten, so dass siä 

eigentlich unbeiiannte Zahlen werden. 

Für die letzten hier aufgestellten Sätze lässt sich auch leicht eine 



*) Wegen der Commensnrabilitat oder fncommensurabilitdt siebe die Anm, aaf S« 15. 
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andre 'sehr gebrtucblidie Aiisspraohe finden, die nadt dem Burdig^pro- 
chenen keine wehere Reeblfertigung erfordert: 

1) Kräftepaare von gleichen Kräften und ttAgleieheTi Hebel- 
armen verbalten sieb za einander wie ihre Hebelarfne« 

2) Kräftepaare von gleichen Hebelarmen^ aber ▼eracbie* 
denen daran wirkenden Kräften, verhalten sich ea einander 
wie diese Kräfte. 

3) Kräftepaare von beliebigen Hebelarmen nad beliebi- 
gen daran wirkenden Kräften verbaiterf sieb su einander wi« 
die Producte aus den Kräften in ihre Hebelarme*)« 



*) Moebias hat id seinem „Ltbrbneh der Statik^ eine andre Art der Zflieboung 
and anch der Beseichnong fdr ein Krftflepaar angenommen, als die nrsprnngUch yoo 
Poinsot in seiner ,,Statique" gewählte war. Letzlerer zeichnet z, 6. Fig. XII. den Hebel- 
arm ABf trägt an dem einen Endpunkt A die Verhällnisslinie AC der wirkenden Kraft nach 
unten gerichtet an und nennt diese -{-Pj und an dem andern Endpunkt B eine mit AC 
gleich lange Verhällnisslinie BE derselben Kraft nach oben gerichtet an nnd nennt diese 
— P; Moebios dagegen zeichnet die erste Kraft ebenso nach unten «nd nennt sie AC, die 
zweite aber zeichnet er im zweiten Endpnnkt des Hebelarms (da es ja an sieb gMicb* 
giltig ist, ob eine Kraft in B o«ler in irgend einem andern EanJit a, B. D ihrer Rtchtong 
angebracht wird) ebenfalls nach unten, nennt sie jedoch DB, indem er l^ei der Bezeich- 
nung der^ eine Kraft reprftsentirenden Linie stets diese Anordnung der Buchstaben fest* 
hält, dass derjenige Buchslabe, welcher den Anheftungspnnkt der Kraft bezeichnet, yor- 
ansieht^ während der zweite die Richtung und Seite angibt^ nach welcher bin der An- 
heftungspnnkt bewegt werden sbll , so dass also z. B. BD und DB zwei gleiche and in 
gerade entgegengesetztem Sinn wirkende Kräfte bedeuten. B^i dieser gewiss selir viel 
Zweckmässiges darbietenden Bezeichnung erhält man von dem Ansdrnck Moment eines 
Kräftepaars unmittelbar die sinnliche Anschauung, dass es den Flächeninhalt des Pan^llelo- 
gramms ABCD bedeutet, wodurch die Beweise vieler Sätze sehr erleichtert werden und 
wodurch Moebius auf äusserst interessante geometrische Relationen gekommen ist. Aber 
dennoch schien es mir dem Zweck der gegenwärtigen Schrift angemessener, die Bezeich- 
nonrg von Poinsot beizubehalten;, da es mir schneller nnd leichter Terständlicb zu sein 
scheint, wenn man Ton einem Kräftepaar i+P^ —¥) an dem Hebelarm p si^ricU» als 
wenn man es durch AC und DB bezeichnet, wobei man nolhwendig erst in die Fifor 
sehn muss« um den Sinn davon zu erkennen und ausserdem doch noch die Breite ij des 
Parallelogramms angeben mnss. 
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mh» iabeä i*t ii*M angnoiiinMii » dm die imt «iMiid* kti Im« 
belebenden KräOepaare in eiMerlei Ebene %Bgen. Geben ^r nan ab^ 
imtoor nnd denk« ans zunickst Fig. XIII. xwei mltet- einander parallele 
Ebenen MN mi UV, so »«ge in der ecsteni das PanAelpaar (+P, —P) 
an dem Hebelarm AB=if gegeben sein. Nimmt man alsdann in der zwei- 
ten Eben^ an iiigend einer befidiigen Stelle die Linie CD gleich «nd pa«* 
rallU mit ÄB^p an und daran wkend die Krifte ( + i^> — i*), wobei 
F^P beiasofl, so tfsst sich jseig^ , dass die Wirkung dieses leUte» 
Kräftepaars die des erstem ersetzt. 

In dar Thal, wenn man zuerst nur das Krfiftepaar (-fl^ '^f) an 
dem Hebelarm iJI bat , so siehe man in der sweiten Ebene diei Linie 
CD gleieh und parallel mit AB und ferbinde die vier Punkte A, B, C, D 
durch gerade Linien» welche natüriieh wie itemer, wie schon obeni S. 7 
bemerkt worden » ds starre unausdehnbare gedacht werden müssen, da» 
die beiden Ebenen JfJV und ÜY als Durcbscbnittsebetten eines uAd ^ee* 
selben Körpers oder als fest mit einander verbanden zu betrachfen sind; 
dalEin werden die beiden Linien i0 und SC als Diagonalen eiiies Parallelo*i 
gramms sich in ihrem gemeinsamen Mittelpunkt £ schneidea. Nun isl es 
offenbar erlaubt in den Punkt C die gerade entgegengesetzt wirkenden 
Kr&fte +F* und — F' und im Punkt D die ebenfalls gerade entgegen- 
gesetat wirkend Krifte H^P^' «nd — P' anzubringen, ^ne die geringste 
St<5rung in dem gesummten System zu veruraacheni wenn man die Kräfte 
P und F* «1 absehiter' Grösse gleich atinimmt« Nimmt man dieselben 
aber auch noch gleich und parallel nnt. der Kraft P, so haben wir nu»' 
sechs Krifto: -hP» — P, +P', — P', +P'', — P", wdche dieselbe 
»Wii^Lung aitösem als die beiden ursprftn^ichen Kräfte +P und — P 
allein und welche man nun auf die passendste Weise zusnninensteHen 
kann. Es vereinigen steh aber (S. 11) die beiden in eineriei'Slun an der 
Linie jü^ wirkenden Kfafte -f P mid +P^ iaeine einzige +5 = H-P+P** 
in dem MHtelpunkte £ von AD und ebenso tereinigen sich die beiden in 
einerlei Sinn an der Linie i^ wirkenden Kräfte — P und — F* in eine 
einzige — S^*^P^P** in dem Hittelpunkt E von BC. Da nun die Rieh- 
tangen aller Kr&fte unter einander parallel waren,: so werden +S und 
— S in gerade en(g^engßsetzf^em Sinn wirkei^ und da sie ausserdem 
l^eick sind» so.werd/^n sai iiich. gerades« geg<^ einaiider aufbeben. Dem- 
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od) Ideiton 8Mt der tDri«üi 6 KffMte sor sodh in rfvr BUa* ffV «i bei- 
den Krifte -fF" «od -.F ibrig, oder 4t i^nri'^r, dhs Hriftlspair 
(+F, r-^) «m Hebelarm CD:^p, .welches die.\^?VidRiog 4eA ififtepiiuni 
(-ihP, ^P) an fiebeliFin AB^&p in der Bb€h» MN eitoälal« 

Da non aber auch aoch femer da» KHAq>ai|r («f P, >^P) ÜnSibd'»» 
arm Cß&f iß. 96) in seiner Ebene befiebig neriegt un4 gedreht,* {a so-^ 
gar tS. 37) durch ein anderee KrÜtepaar (+'Q>'^Q) W tftfietfi Hkbd^ 
ann ( eraetst werden kann, wenn nur P^fezif.q iat, 8# erhaltto. wir 
folgenden sehr allgemeinen Satz: 

Die Wirk-ung eines Kräftepaara <+P,-~P) «n ietn Hiebel- 
arm p kasn durch die Wirkung eine« andern KTftftepaarto 
(+9t ^Q) tkii den Hebelarm f, welche« an ei«er beliebig^Bii 
iStelle in derselben oder in einer parallele» Cbene liegte 
erseist werden, wenn nar die ei neige Bedingung erfAillwirdy 
daes ihre Momente gleich sind, also P.fT=:Q.ij IsU 

m 

Es ist aus dieaein Saitz ersiohtlich , daes sich hier dleaelben Folg^ 
Hingen fAr Kriflepaare in parallelen Ebenen ergeben, • wie aoMie 
(S. S7 tt. f.) in den Nummern 1—3 ffir Paare in ein er Ebene gedogen aind. 



Geben wir nun wieder einen Schritt weiter und nehmen zwet Krtfle- 
paare in zwei nicht parallelen Ebenen, eö werden aidi letztere in eiMr 
g^den Linie schneiden und jedes Kriftepaar wird ttian (S. 86 u> ^y in 
seiner Ebene so terwandcin und' verlegen kSnnen/ dafeia" beide ^hien gteE^ 
0hen Hebdttwi nnd zwar in der ' gemeiAsamea '« Dnrcbftcfanitt$libie . beid^ 
Ebenen haben. Wir danken uns daher (Pig. XIV.) das Kriftepaar {+K 
•^F) an dem Heheiarin AB in der Ebene MN nnd das: Kfflftepaar (+0, 
-^<^) an d^aelben. Hebelarm iB in der Ebene t/V. Da Mrür etet» den 
Whikel, unter welchem die Kräfte auf den- Rebekinn ^rhen, ab einea 
rechte« .annehmen, sli wirit aowobl die durch DAC ^ die dnrch 6BF 
gelegte Ebene senkrecht auf der gemeineamen Ihrrehsehnittalinfie AB stehti 
und es werden also auob^ wenn man beiderseitig die ParaHelogramme 
vollendet, die Diagonalen iff und BH sefeikreebt auf deiis^lben Linie A9 
aMin, beide in einwiei Ebene WX liegen Qnd mithin eittiinder pardlel 
gehn/ Nttn kAnnen wir d>er die Diagonale Air Ma dile i^sttkirende t#eft 
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4*A Hlir beMmt Hrfllbi 4-^tiQd ^Q noA »beM« Atd Biiigoil«le 96' als 
•ine retoRiiieAi« Kraft -^R iw keiden Rrdfte^P und —0 belrkkten^ 
müliiii wird aMh d» Kritfl^ar i + My -*-R) an dem HiebeMiMn JA ab 
rtsiMrMd«s fiiiftepaar d«r beiden Feare (+P, ~^) 1»^^ (+(?i -^0) 
an daoitaiben Hebetarm herrorgeliD. Hleraos erfM sich folgender Satz: 

Wenn man «wei Krif4«]paare (+P, — P) urid (+(?, — (?) 
mit gieSeh^m Hebelarme i, inswei siöh unter dem Neigungs* 
winkiol J schneidenden ftbenen .bat^ so cetistruire man' ans 
den VerhältDisslinien P und Q und aus dem Winkel / ein 
Paralleloffamm» ilesseh Diagonale Jt heissen mag, «o ist 
(+A} — R) an einem gleichen Hebelarm A das resultirende 
Krlftepaajr d^r beiden gegebenen Paare und ewar in einer 
Ebene liegend, welche durth die Durchaefanittsliiiie der 
beiden gegebenen Ebenen so gelegt ist, dass sie deren Nei- 
gungswinkel J ebenso tbeilt wie die Diagonale Jl den Win- 
kel J im Parallelogramm. 

Dieses resultirende Kräftepaar kann man natflriich in seiner eigenai 
Ebene oder in eine parallele Ebene beliebig verlegen und verwandeln. 

Durch wiederholte Anwendung desselben Satzes findet man offenbar 
für eine beliebige Anzahl von Kräftepaaren, die in beUebigen Ebenen lie- 
gen, ein Einziges, welches deren Gesammtwirkung repräsentirt. 

Wir werden aber diesem Salze noch eine andre Aussprache geben 
können, wobei die Analogie mü den einfachen Kräften schärfer hehröt- 
tfitl. Wenn man nämlidi die' ifi den beiden Ebenen ursprünglich gege- 
bnen Kräftepaare dnroh (+^, -^Ä) an dem Hebelairm s nnd ( + F, — F) 
an dem Hebelarm .1 bezeichnet, so sind deren Wifknngen (nach .S.M) 
5.« und r.r, die man respecttve gleich setzen kann P.A und Q.A;,^o 
dass sidi verhält: 

S^älTj:atP:Qvcil:M . v 

wo l wtA M nifdtt einmal Kitäfte - bedeuten dfirfen, indem wir 4a0 Ver- 
UitaiH d«r PtodActe S.s und T.t.ris ein reines KahleaTerhättniss mf[* 
ÜMiaen ktanen. Hitomadi spricht sich der vorige Satz so aus: 

We*A die KWllt«pa«re (+5, ^-^S) am Hebelarm ^ und i+T^ 
— 7) am Hebelarm t in ewei isich unter dem Winkel J «ehnei* 
deiiden -Ehi^nea te(;eb«ii*8i[nd»'so 8HSi:ii ' man dtB'iunbMnnnten 
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P uüi Q gedacht» unter dem Winkel :J zu eiHetar'Jfafreliele« 
grai^m zusammen» dessen Diagonale 4 faeis^ie^n 'nag;. ai8.44Dn 
Ycrhahen sieh die Momente oder WirJiUftgefi 6^t t^mfi^ni^ 
renden und des resultirenden Paares* wie die .tinbenftnuie« 
Zahlen P:<?:Jl un^d letzteres Paar liegt ia einer Ebene/^el- 
cbe den Neigungswinkel J der beiden, gegebenen fibenen 
ebenso theilt wie die DiagoaaJe R deil Winkel J itai'Paral- 
lelogramm. 

Da sich aus dem erwähnten ParaUelograBHB effeobor ergibt: 

R^yli^ + Q^ + 2P.Q.co$J 

so wird, wenn man diese ganze Gleichung mit A multiptictrt, das Mo^ 
tnent oder die Wirkung G des resultirenden Paares: 

6'=^R.A=:yl(P.Ä)^+(Q.A)'^ + 2(P.A){Q.A)C08J 

= V('S.«)*+(r.^)* + 2(5.5) (J.O CO« J . 

» 

Wenn der Neigungswinkel der beiden Ebenen ein rechter ist« so wird 

R.A = ^iS.8)^ + {T.t)^ 
oder C=Vi'4-3f» 
d.h. das Moment des resultirendein Krfiftepaars ist gleich 
der Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate der Mo- 
meiit^ der componirenden Paare* 

Sind hierbei noch X und ^ die Winkjel, wetcbe die Ebene -des resuU 
tirenden Kräßepaars mit den beidea andern bildet^» so ergibt stidi «iKii 
unmittelbar rückwärts: 

L^G.eosl 

In dem obigen Satz wurde verlangt, dass man die Verhältnisszahlen 
oder Liluen tinler dem Neigungswinkel der Ebenen beider Kitftepaai^ m 
eittem Parallelogrdmm zusammensetze. Der Ort, wo lüese Constra^ion 
ausgeführt wird, ist ganz willkürlich. Man kann jedoch auch hierftr eine 
nähere Vorsehrift geben , die noch beiläufig einen sdir wesentUohen Vor« 

gewährt. Dazu dient folgende Betrachtung« 

Damk ein- Kräftepaaor ToUsündig beetimml eei^ mis«ar'drei Dinge ge« 
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ge^eiji fein; erßt«n9 <}i9 Eigene, in welcher to Faar wkkl, afweitets di6 
Yerh|It|iisaz#hI od^r Verhältnifislinie seis«r Wirkuog oder mt^t^ Mömenla 
ond drittens der Sinn, in welchem das Paar zu drehea $trel>t. Nun i^ 
atier naph S. ,49 gleicbgiHWi ^h ein KrSftepapr in einer oder ia einer 
beliebigen damit parallelem Eibeiie wirkt; deshalb wird es durdmits niefal 
unumgänglich erforderlich sein gerade die Ebene 4^s Paares, sondern 
nur deren Lage zu kennen, welche offenbar durcl^ eipe Gejca^e b^siinuat 
sein wird, die auf ihr ui|d s^mit auf allen damit parallelen Ebonei^ ^Bukre^ 
steht. Diese senkrechte nennt Poinsot die Ax e des Paars. Denkt man sich da- 
her Ton einem beliebigen, aber als fest angenooimenm Punkt im Raum 
ein Perpendikel auf die Ebene des Paars gefällt und auf dieser Axe vom 
angenommenen Punkt aus die Verbältnisslinie des Moments au^etragen, 
p wird hierdifrcb die Lage der Kbene des Paars und auch dessen Wir** 
kung gegeben sein. Aber auch der Sinn, An welchem das Paar zu drer 
hen strebt, wird durch diese Axe angedeutet werden können, wenn man 
pur ein beiHimmtiea. Ueber^koomiefi trifft« Denken wir uns nämlich in 
dem Sjdieit^l der Axe stehend» das Auge nach der Ebene des Paars ge:^ 
richtet, und stellei) wir x. B. lest, dass das Paar, wenn es den Sinn hat 
von der Linken nach der Rechten zu drefan, ein positives Moment haben 
solle , welkes auf der Axe Ton ihrem Scheitel nach der Ebene des Paars 
bin aufgetcagen wird, wenn es d^geg^n in dem' Sinne von der Rechten 
^ur Linken z». drehen strebt, eia negaiifes Moment hat, welches auf der 
Axe Ton ihrem Scbeitel auf der rückwärts gehenden Veriäogerung auf* 
getragen wird, so ist diaa Kräftepaar in allen seinen drei erforderlichen 
Bexidmngen durch deine Ax6 vollständig repräsentirt. 

. Der vorhin bewiesene Satz bleibt bei der soeben durcbgfesproch^neii 
AnffaseuQg Yollkommen derselbe, nur werden wir die dort gebrauchten 
Grössen X, Mi G jetzt die Axen der einiehien JKräflepaare nemien. 

Man wird aber jet«t auch immittelbar, ohne dass es n&thig sei^ 
dorlte ^en besondern Beweis hinzuzufügen, da er der$eibe wie daf 
(8. $1) für eiofai^e Kräfte gegebene sein wurde, folgenden Satz für drei 
Kr&fkepaare auaflprftoheii k&onen: 

Wenn drei Kräftepaare in drei ?erscbiedenen Ebenen 
gegebeii aind and zwar durch ihre iixea X> Jf> JV, welebe von 
einem und demselben Scheitelpunkt ausgebn, ao ist. die Ax# 
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d«s regnUireftAen Kräfte^aars 4ie Dtdgdiial« 0' de# PäfttN 
UlepipeduMs, welches ma» aus den gegebenen Axen £, If, 
KF gebildet bat. 

Wenn die Ebenen der drei gegebeneii Riare, ala^ aneh ihre Aten, 
auf einander senkrecht stehn , so wird natArlich : 

Md wenn man A, //, i^ die Winkel nennt, welche die Aie des resulti- 
Menden Paares mit denen der componirenden bildet, so ist 

In dtesen Gleichungen liegt zugleich die Regel, wie man jedes l^e- 
tiebig im Raum gegebene Kriftepaar durch drei andre Paare ersetzen 
kann , welche in drei unter einander senkrechte^ Ebenen' Regen. 
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We»n oian nach dem Torigen erkannl bat, wie man «## 6der 6Hi 
in brtiebigen Ebenen liegende Krtftepaare in ein einziges MsMfmenseiaeti 
bann, so wird man auch durch wiederholtes Anwenden deseelben Veffrah-«- 
tem jede m6glicbe Anzahl von Kriftepaaren in ein einKiges ^eratirigen kftnuetr. 
• Denken wir uns jetzt eine beliebige Anzahl von Kräften P*, P^, F**, • • * •> 
die aar irgend welche Weise an einem Körper oder einem Sy^rteail ton 
Punkten aiigebra(M sind, so wlhlen wir uns ii^end eincffr besliiMiten) 
wie immer mit dem SfBteiii auf nnTerfinderlidie Weise rerbtiiNlenen^ Piuikt 
9 (nvdge er der AnüaMugspuskt der Coordisalen beissen) ; alsdattn können 
wir in diesem Punkt in Besiig auf jede eineelne in einem gegebenen 
Pttftkl Ä wirkende' Kraft P, »wei gerade cttitg^gengeMftat wirkende^, unter 
einander nad der gegebenen gteiehe Kräfte +.P, — F angebracht deaakein» 
welche^ da sie sieb das Gleichgewidit ballert, dorebans Nitbta in dem gan^* 
sen System ändern« Wir haben also e^att der diiieo in A wirkenden Kraft 
)otat eine gleiebe and parallele aber in O wirkende Kraft und aosserdem 
ein Ki»äftepafar (+P» --P) «n dem Hebefairm AO (oder ancb an einem 
Hebelarm , welcher gleich der senkrechten Bntlentmg^ der beiden Rieb« 
ttmgen der in A and O angebraehten Knäft^ iat); dleees Kf&fl^q[»aai' kann 
man amdinech in dertelbe» Übend oderai^b in ügwd eioer paiUfaden 
Ebdiie MIebig terlegen« 
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W4n» MM mn dds^b^ V«rf*tirM auf J«d^ «idaige 4ev g^gebi»»«« 
Kraft« P »nt^'etid^t, so erbfllt man dadurch zuerst in Atm Punkte ebea-« 
sdtfieie firifte, ab fU>erhau|)l gegeben sind and wefehe alle diese« lelzteni 
gieklb «üd parallel sind nild auBserdem noch in vanBclitedenen Ebened 
eifie gleiche Anzahl yon> Kräfteßaaren. Nach dem Bisherigen laaien sich 
ab^ alle in ö wirkendefi Kräfte in eine einzige Kraft A und die in ikn 
Yerschiededen Ebenen wirkenden Kräftepaare in ein einziges Kraftepaai 
i+S, -^S) vereinigen« Wenn man will, kann man auch dieses resul- 
tirende Kräftepaar noch parallel mit sidi so verlegen, dase det Anheftungs«* 
paukt ven +S mit dem Anheflungspunkt von R zmammenfällt, wobei 
Sieh dann diese böiden S und A in eine einzige Kraft T vereinigen) so dass 
ausser dieser noch die Kraft -^8 übrig bleibt, welobe nicht in derselben 
Ebeae mit jener liegt. 

Hierdurch erhalten wir feigenden ganz allgemeinen Scbluss; 

Wenn auf einen Körper oder auf ein System voll unter 
sieb auf unwandelbare Weise verbundenen Punkteik belie^ 
bige Kräfte wirken, so lassen sieh diese alle entweder auf 
eine einzige Kraft und ein einziges Kräftepaar oder auf awei 
einzelne nicht in einerlei Ebene liegende Kräfte zar&ck^ 
fahren. 

In beiden Fällen muss der Zusats, i4n Allgemeinen, b^efOgt 
werden', denn es können sogleich anmfahrefide Speciäliläten verkommeil^ 
bei denen das Gesagte nicht vollsttndig in d^m angedeuteten Sinn statt» 
findet. Wenn nämlich die resultirende Kraft R versdiwindet, wShrrad 
das Kraftepaar i+S, -^S) einen endlichen Werth behält, so fuhren sich 
sämmtlidhe gegebene Kräfte auf ein einziges Paar ^rück und wena 
zweitens tliie fibene des resulttrenden Paares {+8, -^8) asit der reaul-' 
tirenden Kraft R in dersc^en od^r in einer damit panalleleo Ebene 
liegt, in Welchem leUstern Fall das f^ar (nach 8. 4d) ib die Eb^ne der 
Kraft A ftbertragen werden kantf, ab redneit«en sich aämmtliehe gegebene 
Kräfte auf drei in einerlei Ebene Hegende ^ die eich fiatüritch schlieesliek 
in eine eihzige Vereinigen lassen. 

Da nuti eiber Seüa einem Kräftepaar niemals duvcfa eine einzigt 
Kraft, sondern nur durch ein Kräftepaar von gleicheii' Menieot^ das aber 
in entg^engesetztem Sinne zu drehen strebt, das Gleichgewicht gehalten 
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werden kana und da andrer Seits zwei nkht in einerlei £Mne Uegende 
Kräfte sich auf ein Kräftepaar und eine einzelne Kraft zaruckfuhren las- 
sen , so inigl; unmittelbar, <ksft, mit Ausnahme der angegebenen Speeiali- 
lätön^ ein System van Kräften unter keinen andern Umstänr 
den im Gleichgewicht sein wird, als wenn die resultirende 
Kraft R für sich gleich Null ist und auch das Moment des 
resttitirenden Kräftepaars (+S'» —S) für sich verschwindet 
Wenn nun aber dieses zuletzt Gesagte nicht stattfindet, so stellt sitA 
als. nächste Frage offenbar diese heraus : ist es mfiglich , der einzelnen 
Kraft A und dem Kräftepaar (+S, —S) durch HinzufögUQg einer ein- 
Keinen Kraft R' das Gleichgewicht zu halten ? -— Hier gibt es offenbar 
nur dm zulässige Annahmen über die neue Kraft R* ; enjtweder sind ii^ 
beiden Kräfte R und Jl' so beschaffen, dass sie sich in eine einzige vereinigen 
lassen und dann kann nach dem Vorhergehenden diese nidit mit dem 
Paare (+S, — S) im Gleichgewicht sein — oder zWeiteiiß, die Kräfte 
R und R' lassen Bidk auf eine einzige Kraft ui|d ein Kräftepaar zurück- 
fahren, dann lassen sich dieses Paar mit dem iirs.prun^icben.(+'SL> -^S) 
i» ein einziges Paar zusammensetzen und wir erh^tep wieder ein^ einzelne 
Kraft und ein einzelnes Paar, die sich natfirUcb nicl^t da^ Gleichgewicht 
halten können — oder endlich drittens Jl' bildet mit R ein einzelnes Paar, 
so dass also R*?= — R in einer passenden Entlernung. mit A parallel ist; 
dann vereinigen sich diese zu einem einzigen Paare» während keine ein- 
zelne Kraft dabei vorkommt : soll nun Gleichgewicht statt finden, so muss 
das Moment dieses neu entstandenen resultirenden Kräftepaars gleich Null 
sein, was offenbar nicht anders mdglich ist, als wenn die beiden Kräfte- 
paare i+Rf — R) und (,+Sy — S) in einerlei oder in parallden Ebenen 
Hegen und ausserdem j^eiche Momente haben. Daß Letztere lässt sich 
jeder Zeit ermöglichen, indem man dem zugehörigen Hebelarni eine pas- 
sende Grösse gibt und man wird Aiher beliebig vielen an einem 
System vom Punkte wirkenden Kräften stets durch Hinzu- 
f&gung einer einzelnen Kraft das Gleichgewicht halten kön- 
nen, wenn die einzelne resultirende Kraft in derselben 
oder in einer parallelen Eben# mit der des resultirenden 
Kräftepaart liegt» 
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Zireite Torlei8aii§^. 

BedingnngsglelchnBgen des Gleichgewichts eines beliebigen Systems ?on 

Krtften. 

Wir haben am Schluss der vorigen Vorlesung gesehn, dass wir jede 
Kraft P, die auf einen beliebigen Punkt A wirkt, ersetzen können durch 
eine gleiche und parallel wirkende Kraft P in einem beliebigen aber be- 
stimmt angenommenen Punkt und durch ein Kräftepaar (+P, — F) 
an dem Hebelarm AO, und wir haben ferner gesehn, dass, wenn das 
ganze System im Gleichgewicht sein soll, die Resultante aller in 
wirkenden Kräfte für sich gleich Null, so wie auch das resultirende Kräfte- 
paar für sich gleich Nnll sein müsse. Die Sprache in diesem Gesetz ist 
aber offenbar keine analytisch verständliche und wir müssen daher letz- 
tere gegenwärtig hier suchen. 

$.7. 

Nehmen wir nun zunächst an, dass alle Kräfte in eiaerlei Ebeoe 
wirken, so sei (Fig, XV,) OX und OY ein rechtwinkliges Gourdinaten-Sy- 
stem, in Bezug auf welches die Anheftungspunkte und Richtungen der 
Kräfte bestimmt sein mögen. Die verschiedenen Stellungen, welche die 
Richtangen den Aten gegenüber einnehmen können, sind iü der Figur 
für eiuen Quadranten vollständig verzeichnet. Wir gehen diese vier Fälle 
einzehi durch, indem wir dabei ein für alle Mal festsetzen: 1) dass die 
yCoordinaten oberhalb d^r XAxe positiv, unterhalb derselben negativ; 
die £DGoordinateD rechts van der FAxe positiv, links negativ genommen 
werden sollen; 2) 4a83 die Kräfte, welche den Anfangspunkt O nach X 
hin, so wie anicb die, wekhe dens^lhen Punkt Aach Y hin^ oder mit 
einem Wort, weldie die Axen in ihrem positiven SiiBm zu vergrösaem 
streben, positive, di« andern aber negative genannt werden sollen; und 
3) dass di$ Momente derjemigen Kräftepaare, welche in dem Sinne von 
links nach re^s zu drehen streben, positiv, die Momente derjenigen ab^, 
w4cbe in dem Sinne van re^ts nach link« zu drehen streben, negativ 
genommen werden soUen« 

a) Wenn die Kralt Pj in dem Punkte j^i von links nach rechts und 
von oben nach unten wirkte so denke man sich dieselbe in die beiden 
mH dea Ceiardinfttenaxen »arttteto» KrlDte J(i und Yt zerlegt Zieht man 
n. 4 
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nun die beiden Coordinaten des Aoheftungspunkts Bi nämlich B^ Gi {=^yi) 
und fi|fl| (=27,) und denkt sich alsdann in dem Punkt Gf auf der XAxe 
zwei gleiche Kräfte X| in gerade entgegengesetztem Sinne angebracht und 
ebenso in dem Punkt H^ auf der FAxe zwei gleiche Kräfte F| ebenfalls in 
gerade entgegengesetztem Sinn wirkend, wodurch offenbar Nichts in dem 
ganzen System geändert wird, so erhält man dadurch in Stelle der einen 
Kraft Pj jetzt sechs Kräfte, welche wir in folgender Weise gruppiren 
können: 1) eine Kraft X, in der XAxe selbst, welche diese zu vergrös- 
sern strebt; 2) ein KräUepaar an dem Hebelarm BiG^ (=^1) ^^^ ^^^ 
Kraft X|, welches in dem Sinne von links nach rechts zu drehen strebt, 
dessen Moment daher positiv sein muss und also^ da sowohl die Kraft 
als die Coordinate positiv sind, = + X|yi sein wird; 3) eine Kraft F| 
in der FAxe selbst / welche diese zu verkleinern strebt; 4) ein Kräfte 
paar an dem Hebelarm Bjfl, (=^cc^) mit der Kraft Fj , welches in dem 
Sinne von links nach rechts zu drehen strebt, dessen Moment daher po- 
sitiv sein muss und also, da die Kraft F| in sich negativ gedacht wird, 
die Coordinate Xi aber positiv ist, = — F|a?| sein wird. 

h) Indem wir ebenso die Kraft Pj durch sechs Kräfte ersetzen und 
sie in ähnlicher Weise als vorhin gruppiren, erhalten wir 1) eine Kraft 
X, in der XAxe selbst, welche diese zu vergrössern strebt; 2) ein Kräfte- 
paar am Hebelarm B^G^j (=^^2^ ^i^ ^^^ Kraft X2, welches in dem Sinne 
von links nach rechts zu drehen strebt, dessen Moment daher positiv sein 
muss und also, da sowohl Kraft als Coordinate in sich positiv sind, 
==5+X2y2 sein wird; 3) eine Kraft Fj in der FAxc selbst, welche diese 
SU vergrössern strebt; 4) ein Kräftepaar an dem Hebelarm £2 £^2 (^=^^i) 
mit der Kraft F,, welches in dem Sinne von rechts nach links zu dre- 
hen strebt, dessen Moment daher negativ sein muss und also, da sowohl 
Kraft als Coordinate in sich positiv sind, == — Y^i^i sein wird. 

c) Die Kraft P3 liefert 1) eine Kraft X^ iii der JTAxe selbst, welche 
diese zu verkleinern istrebt; 2) ein Kräftepaar am Hebelarm ^sCrsC^ya) 
mit der Kraft X3 , welches in dem Sinne von rechts nach links zu dre- 
hen strebt, dessen Moment daher negativ sein muss und also, da die 
Kraft X3 in sich negativ, die Coordinate aber positiv ist, ^+X^y^ sein 
wird; 3) eine Kraft Y^ in der FAxe selbst, welche diese zu verkleinern 
strebt; 4) ein Kräftepaar an dem Hebelarm BgH^ (»a^) init der Kralt 
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Fg, welches in dem Sinne von links nach rechts zu drehen strebt, des-» 
sen Moment daher positiv sein muss und also, da die Kraft F, in sich 
negativ, die Coordinate aber positiv ist, = — Y^x^ sein wird. 

d) Die vierte Kraft P^ liefert endlich: 1) eine Kraft X, in der XAxe 
selbst, welche diese zu verkleinern strebt; 2) ein Kräftepaar an dem Hebel- 
arm B^G^ (=^4) n^it <^6r Kraft X|, welches in dem Sinne von rechts 
nach links zu drehen strebt, dessen Moment daher negativ sein muss und 
also, da die Kraft X4 in sich negativ, die Coordinate aber positiv ist, 
'^ + ^%yi sein wird; 3) eine Kraft F3 in der FAxe selbst, welche 
diese zu vergrössern strebt; 4) ein Kräftepaar an dem Hebelarm B^H^ 
{=x^) mit der Kraft F4, welches in dem Sinne von rechts nach links zu 
drehen strebt, dessen Moment daher negativ sein muss und also, da so- 
wohl Kraft als Coordinate in sich positiv sind^ =3 — F^a?^ sein wird* 

Wenn nun aber einfache Kräfte in einerlei Richtung wirken, so setzen 
sie sich ja |nach S. 11 durch einfache Addition zusammen, und wenn 
mehre Kräftepaare in einerlei Ebene wirken« so ist nach S. 38 das Mo- 
ment des resultirenden Kräftepaars gleich der Summe der Momente der 
einzelnen Paare. Hierdurch erhalten wir als Gesammt Wirkung der be- 
trachtete vier Kräfte P: 
in der XAxe: 

X| -fXi+Xj+X| 
in der FAxe: 

und an Momenten in der XFEbene: 

In allen diesen drei Ausdrucken muss man wohl darauf achten, dass 
den verschiedenen Kräften X und F stets das ihnen zukommende Vor- 
zeichen zuertheilt werde, je nachdem sie die Axen zu vergrössern oder 
zu verkleinern streben. 

Es sind hier nur die vier möglichen Lagen der Kraft P in einem 

einzigen Quadranten durchgenommen. Die Verfolgung derselben auch 

in den übrigen Quadranten ist hier übergangen, weil sie durchaus 

keine Schwierigkeit darbietet, wenn man nur auf das Vorzeichen der 

Coordinaten achtet. So würde z. B. die Kraft Pg ein Kräftepaar an dem 

Hebelarm B^Gi (»95) mit der Kraft X5 liefern, welches in dem Sinne 

4% 
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von rechts nach links zu drehen strebt, dessen Moment daher negati? 
sein muss und also, da die Kraft X5 positiv, die Coordinate ^5 aber in 
sich negativ ist, ^^-^-X^y^ sein wird; bei dem zweiten hier entstehenden 
KriUtepaar an dem Hebelarm B^ H^ (= 075) ist die Kraft F5 in sich nega- 
tiv zu nehmen, weil sie den Punkt nach unten zu drücken strebt, die 
Coordinate x^ dagegen positiv; es wird daher das Moment dieses Paares, 
da es in dem Sinne von links nach rechts zu drehen strebt, positiv, also 
==:-— y^o^s sein müssen. 

Denkt man sich dieses nun für alle möglichen Lagen der gegebenen 
Kräfte durchgeführt, so wird man leicht zu folgendem allgemeinen Scbluss 
gelangen : 

Wenn eine beliebige Anzahl n von Kräften in einerlei 
Ebene gegeben sind, so zerlegt man jede einzelne in zwei 
mit den Coordinatenaxen parallele Seitenkräfte; alsdann 
wird die Gesammtwirkung sämmtlicher Kräfte aus folgen- 
den drei Theilen bestehn: 

1) in der XAxe, die 5umme der mit dieser parallelen 
Composanten: 

A| + Aj + A3 "T == Ä Äp s= Ä, 

2) in der FAxe, die Summe der mit dieser parallelen 
Composanten: 

3) in derselben Ebene, die Summe säB^mtlicher Mo- 
mente: 

. (Xt yi — Fi a7|) + (X^y^ — Fja?2) + . . . . = 2{Xpyp— YpXp)=^N. 

Die Bezeichnung der Composanten der einzelnen Kräfte durch X| Yg 
JTtFi u«s.w. ist für die Anwendung nicht zweckmässig, weil die Rich- 
tung jeder Kraft P offenbar durch den Winkel gegeben sein wird, den 
sie mit einer von beiden, z. B. mit der XAxe bildet. Wenn man hier 
nun streng darauf achtet, diesen Neigungswinkel immer in einer und der- 
selben Weise m zählen, z. B, von der XAxe ausgehend, sich nach Unka 
4reben4 bis man zur Richtmigslinie der KrafiL konunt, ao wi« es in dar 
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Figar dordi kleine Bögen mit beigettgtem bezieblichen a angedentel ist, 
so wird man ganz im Allgemeinen schreiben dürfen 

X^P.eosa und T^P.sincc 
wo dann zogleich, bei der gehörigen Beachtung des Winkels und seiner 
goniometrischen Function, jede Kraft das ihr zukommende Vorzeichen 
erhält 

Hiernach erhalten die obigen drei Bestandtheile der Gesammtwirkung 
folgende Gestalt: 

P| C05 0f| + Pj COÄOfj +Pg COS «3 +• .. .=^PpCOSCfp=X 

p-n 

Pi (yicoscr, — a?|Smaj) +Pj (y^cosa^ — a?2«ma2) +..• 

p-n 

= 2Pp (ypcos ap — XpSin ap)= JV. 

Wir haben hierdurch alle gegebenen Kräfte auf zwei einzelne Kräfte 
X und Y und auf ein Kräftepaar zurückgeführt. Da sich aber die beiden 

Kräfte X und Y in eine einzige ^X^+Y^ vereinigen lassen, so erhalten 
wir eine einzige Kraft und ein Kräflepaar. 

Stellen wir nun die Bedingung, dass sämmtliche Kräfte sich das 
Gleichgewicht halten sollen, so wird dieses, da eine einzelne Kraft nie 
einem Kräftepaar das Gleichgewicht halten kann, nicht anders möglich 

sein, als wenn die Kraft ^X^+Y^ für sich und auch das Kräftepaar für 

sich gleich Null wird. Die erste Bedingung, dass ^X}+Y^=0 sei, hat 
unmittelbar, weil es Summe zweier Quadrate ist, das Verschwinden der 
einzelnen Grössen Z und Y zur Folge, so dass man diese Bedingungs- 
gleichungen des Gleichgewichts erhält: 

X=0 

iV=0. 

Findet nun aber nicht Gleichgewicht statt, so ist es die nächste 
Frage, ob es eine einzelne Kraft gibt, welche dem ganzen System der 
gegebenen Kräfte das Gleichgewicht halten könne, oder, was dasselbe be- 
sagt, ob eine einzige Kraft die Wirkung sämmtlicher Kräfte ersetzen könne. 
Wenn es eine solche Kraft, die R heissen mag, gäbe, so müsste durch 
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HinzufügUDg der Kraft — Ä zu den ursprünglich gegebenen Kräften, Gleich- 
gewicht erzielt werden. Nennt man daher a den Neigungswinkel dieser 
neu hinzuf retenden Kraft gegen die JTAxe, so wie x und y (alle drei 
Grössen a, Xy y ohne Index) die Coordinaten ihres Anheftungspunkts, 
so wird man nach den vorhin angeführten Bedingungsgleichungen des 
Gleichgewichts folgende Relationen zu deren näherer Bestimmung erhalten : 

X — Äco»a = 

Y—Rsina — Q 

N — R (y .coscc — x.sina) «= 0. 
Hieraus ergibt sich zunächst: 

Ä=VX* + F* 

X T 

cos a = — , sin a = 



N—Xy — Yx — Q. 

Aus der ersten Gleichung erhält man die absolute Grösse der Resul- 
tante, die beiden folgenden geben die Neigung ihrer Richtung gegen die 
Coordinatenaxen und die dritte gibt diese Richtung unter der analytischen 
Form als Gleichung einer geraden Linie, wo x und y die laufenden Coor- 
dinaten repräsentiren. 

Man erhält hier nicht einen bestimmten einzelnen Anheftungspunkt 
für die Resultante, weil es offenbar im Allgemeinen gleicbgiltig ist, in 
welchem Punkt ihrer Richtung man sich dieselbe angebracht denkt. 



a) Ein hierher gehöriger, wenn auch sehr einfacher, doch wegen 
seiner grossen Anwendbarkeit äusserst wichtiger specieller Fall ist dieser, 
dass die Richtungen aller Kräfte unter einander parallel sind. 

Wir können hierbei, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun, anneh- 
men, dass die FAxe parallel mit der Richtung sämmtlicher Kräfte geht, 
so dass der Neigungswinkel a jeder dieser Richtungen gegen die XAxe 
ein rechter wird. Hierdurch werden natürlich die Cosinusse aller a der 
Einheit gleich, während deren Sinusse verschwinden. 

Die Gleichungen des Gleichgewichts reduciren sich für diesen Fall auf: 

PiCß^+P^x^ + P^x^ +....= 0. 
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In diesen Gleicbungmi ist fär Parallel-Krifle offenbar folgendes Ge- 
setz ausgesprochen: 

Parallele Kräfte, die in einerlei Ebene wirken, sind im 
Gleichgewicht, wenn 1) ihre Summe (selbstyerständlich jede ein- 
zelne Kraft mit dem ihr zukommenden Vorzeichen genommen) gleich 
Null ist und wenn 2) die Summe der Producte dieser Kräfte 
in die senkrechten Entfernungen ihrer Richtungen von 
einem fest angenommenen Punkt (wobei sowohl die Kräfte als 
auch die Entfernungen von einem festen Anfangspunkt mit den entspre- 
chenden Vorzeichen genommen werden müssen) gleich Null sind, 
oder mit andern Worten, wenn die Summe der Momente*) der 
einzelnen Kräfte in Bezug auf einen beliebigen, aber fest 
angenommenen, Punkt gleich Null ist. 

Wenn diese Kräfte sich nicht das Gleichgewicht hielten, so wäre 
die nächste Frage, ob sie durch eine einzige Kraft im Gleichgewicht ge- 
halten werden könnten, oder, was dasselbe heisst, ob sie eine Resultante 
haben. Wenn eine solche existirt, so heisse sie selbst R und ihre Ent- 
fernung Yon dem festen Anfangspunkt o? (ohne Index) , dann wird 
R-Pi+Pt + Pt + .... 
Ä.aj = Pja7| + PjO^ +Pia?8 + '"* 
woraus sich ausser der Bestimmung für R auch noch die für x ergibt: 

_ PjXj +P2^X^+PtX^ + .... 

^"~ Pt+P, + P, + .... 

Dieser letztere Ausdruck wird stets einen bestimmten Werth angeben, 
wenn nicht R oder die Summe aller Kräfte gleich {Null wird, in welchem 
Fall er unendlich werden kann und alsdann auf ein Kräfte paar 
zurückführt. 

Die hierbei erhaltene Gleichung 

Äa? = P, a?i +P2a;i + Paa?l + .••• 



*) Moment einer Kraft in Bezug auf einen Punkt nennt man das Product 
aus der Kraft in das von dem Punkt auf die Richtung der Kraft gefällte Perpendikel, 
(siehe auch S. 18). 

Moment einer Kraft in Bezug auf eine Ebene nennt man das Product aus 
der Kraft in das Tom Anbeftungspunkt der Kraft auf jene Ebene gefällte Perpendikel. 
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Usst mtik eine, bei einer spiteni Untenudmng «ehr tweckmlssige Aus- 
sprache za, nämlich: 

Die Summe der Momente von ParallelkrSften in Bezug 
auf einen beliebigen Punkt ihrer Ebene ist gleich dem Mo- 
ment ihrer Resultante in Bezug auf denselben Punkt« 

b) Ein zweiter ganz specieller Fall dürfte auch, seiner Ableitung ans 
den allgemeinsten Formeln wegen, interessant genug sein, um hier eine 
Stelle EU finden. 

Wir nehmen (Fig. XVI.) nur zwei Kräfte P| und Pf als gegeben an 
und suchen für diese die Resultante. Um die Rechnung zu Tereinfachen, 
nehmen wir, was offenbar erlaubt ist, die Verbindungslinie B^B^ der bei- 
den Anheftungspunkte der Kräfte zur XAxe an. sei der Anfangspunkt 
der Coordinaten, so dass B^Os=iXi und BfO=Xf ist, während beide za- 
gehörigen y gleich Null werden. Die allgemeinen Gleichungen zur Bestim- 
mung der Resultante werden 

Pi €08 a^ + Pj cos «2 =Rc08a 
P^sinax + P2Sincc2^= Rsina 
— P|a?|«tna| — P2a?j«na2 = fi (ycosa — xsina). 

Hieraus erhält man: 

Ä= VP1MP2H2P1P4CO« (oi — aO, 
Pi cos «1 + ^ cos a^ 



cosa 



stna 



ylPi^+Pt^+iP^P^cosia^—atY 
Pi sin of, + Pj «in «j 



VPi*+P,'+PiPi cos(a2— «i)' 
(P| cos «1 + P2 cos ofj) y=(x — a?i) P| sin a^ + (x — x^) Pj sin «j. 
Wenn wir in der letzten Gleichung, welche die der Resultante ist, 
jf=:0 setzen, so erhalten wir die Abscisse des Durchschnittspunkts der 
Resultante mit der XAxe: 

___^ Pi Xj sin «I + P2 a?2 sin'a^ 
Pi sin «1 + P2 sin a^ 
oder in besserer Gestalt: 

(x — a?|).P|Stna| + (a?— a?2).P*«ma2==0 
oder : {x — x^ ) : (a?2 — a?) = P2 sin a^ : P, sin a. 

Wäre nun in der Figur C dieser Durchschnittspunkt, so dass CO=zx 
ist, so gibt die gefundene Proportion: 
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oder wenn man das erste lind dritte tilied mit iina^ und das zweite und 
vierte Glied mit sina^ mnitiplicirt und darauf das dritte und riefte Glied 
durch t^cTj und rinct^ dividirt: 

Nun sind aber die Ton C auf die Richtungen der Kräfte gefällten 
Perpendikel offenbar: 

Pi = — B^Csina^ und pj = — B^Csina^ 
mithin gebt die Proportion über in: 

oder Pifi^P^ffi ^'^' ^^^ erhalten den bekannten Satz^ dass, fürs 
Gleidigewidit, auch beim Winkelhebel MCIS die statischen Mo- 
mente beider Kräfte in Bezug auf den Unterstützungspunkt 
einander gleich sein müssen. 

S- 8. . 

Gehen wir jetzt zu dem allgemeinsten Fall über, dass.die auf einen 
Körper wirkenden Kräfte ganz beliebig irgend wie im Räume liegen, so 
wählen wir uns irgend einen Punkt im Raum zum Anfangspunkt der Coor- 
dinaten und legen durch ihn drei auf einander senkredit stehende Coor» 
dinaten -Ebenen. Nun möge (Fig. XVII.) in dem Punkt B^ eine Kraft P| 
in beliebiger Richtung wirken. Von diesem Anbeftungspunkt B^ fälle man 
ein Perpendikel B^D auf die orj/ Ebene, so werden seine zugehörigen 
Coordinateu OE^x^^ OC^ED^y^ und Ä|Z>=ä,. Nun zerlege man 
die Kraft P^ in drei mit den Coordinaten-Axen parallele Seitenkräfte X|, 
F| , Z| , bringe darauf im Anfangspunkt in der ZAxe zwei gleiche und 
gerade entgegengesetzte Kräfte +Z, und — Z| an, so erhält man statt 
der einen Kraft Zj in dem Punkte B^ eine parallele und gleich grosse 
Kraft Z| im Anfangspunkt O in der ZAxe selbst und ausserdem ein 
Kräftepaar (4* Z|, — Z|) an dem Hebelarm 0Ä| oder auch (wenn man den 
Anheitungspunkt von B^ nach dem Punkt D in derselben Richtungsitnie 
der Kraft Z^ verlegt denkt) an dem Hebelarm OD. Nun kann man aber 
nach S. 44 jedes Kräftepaar in zwei andre zerlegen, wenn die Verhiitniss- 
linien dieser drei Paare respective die Diagonale und die beiden Seilen 
eines Parallelogramms sind, also wird man das Kriftepaar (+^tf *^^i} 
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an dem Hebelarm OD durch zwei Kräftepaare an den Hebelarmen OS und 
OC ersetzen können, wenn man an ihnen dieselbe Kraft Z| wirkend annimmt 
Da diese Kraft senkrecht aur der Ebene XOF steht, so werden diese beiden 
Paare respective in den Ebenen XOZ und YOZ liegen, und da OE die Coor- 
dinate x^ des Anheftungpunkts £| und OC die Coordinate yi desselben 
Punkts ist, so werden ihre Momente =:Z| Xi und =Z| ^| sein. Hiernach 
sieht man, dass sich statt der einen Kraft Z^ im Punkt £| folgende drei 
Grössen ergeben: 

1) eine Kraft Zj im Anfangspunkt in der ZAxe selbst wirkend, 

2) ein Kräftepaar in der x2; Ebene mit dem Moment Z^x^ und 

3) ein Kräftepaar in der ^s Ebene mit dem Moment Z^y^. 

Wenn man in ganz gleicher Weise von B^ ein Perpendikel auf die 
xzEhene fällt und das dabei entstehende Kräftepaar ebenfalls in zwei 
andre zerlegt, so erhält man in Stelle der einen Kraft Y^ im Punkt B^ 
diese drei Grössen: 

1) eine Kraft ¥^ im Anfangspunkt in der FAxe selbst wirkend, 

2) ein Kräftepaar in der yz Ebene mit dem Moment T^ z^ und 

3) ein Kräftepaar in der o;^ Ebene mit dem Moment Y^x^. 

Und fallt man drittens von dem Punkt B^ ein Perpendikel auf di« 
ys Ebene, so erhält man, nach Zerlegung des dabei entstehenden Paares, 
statt der einzigen Kraft X^ im Punkt B^ folgende drei Grössen: 

1) eine Kraft X| im Anfangspunkt in der XAxe selbst wirkend, 

2) ein Kräftepaar in der xy Ebene mit dem Moment X^y^ und 

3) ein Kräftepaar in der x2^ Ebene mit dem Moment X^z^. 

Diese hier aufgeführten neun Grössen kommen also in Stelle der ein* 
zigen Kraft P| in die Rechnung. Wenn man sie genauer betrachtet, so 
ergeben sie in jeder der drei Coordinaten-Ebenen zwei Kräftepaare, die 
sich natürlich nach S. 38 in eines zusammensetzen lassen ; so finden sieh 
Zp B. in der a;2 Ebene die beiden Paare mit den Momenten Z| a?| und X^z^. 
Wenn man hierbei aber die auf S. 49 gemachte Bemerkung beachtet, wo- 
nach diejenige Kraft, welche eine Axe zu vergrössern strebt, als positiv, 
diejenige aber, welche eine Axe zu verkleinern strebt, als negativ in die 
Rechnung einzuführen ist, so wird das Moment des aus den beiden ge- 
nannten resultirenden Kräftepaars =Z^x^ — ^t^t werden. 

Auf gleiche Weise werden sich die beiden in der ysEbene wirken- 
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den Kräftepure in eines zniaromensetzen , dessen Moment =s F| z^ 
—ZiVi ist. 

Und drittens setzen sich die in der xy Ebene wirkenden Paare in 
eines zusammen, dessen Moment =X|2(| — Yi^x^i ist. 

Sonach haben wir ganz allgemein für jede einzelne Kraft P, die auf 
einen gewissen Punkt £, dessen Coordinaten x^ y, z sind, wirkt und 
deren Composanten parallel mit den drei Coordinatenaxen X, F, Z sein 
mögen, folgende sechs Terme in die Rechnung einzuführen: 

1) in der XAxe selbst: eine Kraft = X, 

2) in der FAxe selbst: eine Kraft = F, 

3) in der ZAxe selbst: eine Kraft = Z, 

4) in der ysEbene: ein Parallelpaar, dessen Moment =F« — Zy ist, 

5) in der x^^Ebene: ein rarallelpaar, dessen MomentssZa? — Zs ist, 

6) in der xj^ Ebene: ein Parallelpaar, dessen Moment = Xy — Fx ist. 
Denkt man sich nun jede einzelne der gegebenen Kräfte P in diese 

analogen sechs Bestandtheilc zerlegt, so erhält man offenbar in jeder der 
drei Coordinaten-Axen eine entsprechende Anzahl von einfachen Kräften, 
die sich nach S. 11 durch simple Addition vereinigen lassen, und ausser- 
dem in jeder der drei Coordinaten-Ebenen eine gleichfalls entsprechende 
Anzahl von Momenten, die sich nach S. 38 gleichfalls durch simple Ad- 
dition zusammensetzen lassen; so dass man als Gesammtwirkung sämmt- 
licher, an einem Körper angebrachten Kräfte folgende sechs Quantitäten 
erhält: 



. JC I -f" -^j + -^3 + • • 



• • • 



=rZ=2Zp 



. . = I = ^(Kp ap — Zp yp) 
• •^ iI=2{ZpXp — JpBp) 
,.^N ■= 2{Xj,yj,~YpXj,) 



* I "T -»2 "T * j "T" • • • • 

// 1 "i" it j T" iSg i" ••••• • • • • 

(FjÄ,— Z,yj) + (F,Ä2— Zjy2) + .. 

(Z| a?4 — JTj Äj) + (Zj arj — X^z^) + . . 

(JTjyj— Fja?i) + (X,yj-F2j^) + .. 
wo durch das vorgesetzte Summenzeichen ^ und durch die an die drun- 
ter stehenden Buchstaben angehängten Indices p die Summe aller analogen 
Terme ausgedruckt sein soll, welche man erhält, wenn man diesem Index 
f allmählig alle Werthe: 1, 2, 3,...n d.h. so viele Werthe zuertheilt, 
als verschiedene Kräfte an dem Körper wirken. 

Da nun offenbar in einem praktischen Fall nicht die einzelnen Seiten- 
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kräfte X, F, /, sondern die ganze Kraft P und deren Riehtang , natfir- 
lieh durch ihre Neigungswinkel or, ß, y gegen die drei Cfoordinaten*Aien, 
gegeben ist, so wird es auch zweckmässig sein, die genannten Ausdrücke 
in der hiernach sich ergebenden Form vor Augen zu haben. Es wird 
alsdann : 

J= JJPp . CO* Ofp 

Z=^2Pp.co8yp 

L==SPp.(zp,eo$ßp — f/p . cos Yp) 
M^st2Pp.(Xp. cos Yp — Zp , cos Op) 
N = 2PpJyp.cosap — Xp,cosßp) 

Die hiernach erhaltenen drei Kräfte X, F, / in den drei rechtwink- 
ligen Coordinaten-Axen lassen sich nach S. 31 in eine einzige R zusammen- 
setzen, ^welche die Diagonale des von jenen gebildeten Parallelepipedums, 

also = y J^ + F* + Z* ist; und ebenso lassen sich die drei in den drei 
Coordinaten-Ebenen resultirenden Kräftepaare, deren Momente £, ilf, iV 
sind, nach S. 45 f. in ein einziges Paar vereinigen, dessen Moment G heis- 

sen soll, und welches nach der angezogenen Stelle = ^L'^+U^+N^ ist. 

Man gelangt also schliesslich zu einer einzigen Kraft ,R und eineai 
einzigen Kräftepaar G. 

Soll nun das ganze System im Gleichgewicht sein, so haben wir 
schon S. 47 angemerkt, dass eine einzelne Kraft nicht einem Kräftepaar 
das Gleichgewicht halten kann, dass demnach A für sich und auch G für 
sich gleich Null werden muss. Hieraus folgt aber wieder sogleich, da 
jede dieser beiden Grössen die Summe von drei Quadraten ist, dass jeder 
ihrer Summanden gleich Null sein müsse, wodurch sich diese sechs Be- 
dingungsgleichungen des Gleichgewichts ergeben: 
P^cosa^ + P2C0sa2 + = J=0, 

P^C08ß^+P2C0Sß2 + = F»0, 

Pj eosy^ + Picosy^ +....•= Z=0, 

Pi (ä, cosß^ — y, cosy,) + =1 = 0, 

Pi (JTj cosy^ — Äj cosoi) + =J!f = 0, 

Pi (y^cosa^ — x^cosß^) + = Nt^O, 

d.h. damit Gleichgewicht stattfinde, muss die Summe der 
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Gomposanten der gegebenen Kräfte in jeder der drei Axen 
und auch die Summe der Kräftepaare in jeder der drei Co- 
ordinaten-Ebenen, jedes für sich gleich Null sein. 

Findet nun aber zweitens nicht Gleichgewicht statt, werden also diese 
ebes genannten Gleichungen nicht erfüllt, so wäre es vielleicht mdglicb, 
dass sich sämmtliche wirkende Kräfte auf eine einzige Kraft, welche R, 
so wie ihre "Neigungswinkel gegen die drei Coordinalen-Axen cc/ß, y 
(ohne Index) und die Coordinaten ihres Anheftungspunkts x, y^ x (eben- 
falls ohne Index) heissen mögen , zurückführen liessen. Wenn eine sol- 
che ersetzende Kraft wirklich vorhanden ist, so muss, wenn zu den ur- 
sprünglich gegebenen Kräften eben diese Kraft in gerade eutgegengesetz- 
lern Sinn hinzugefügt wird, das Gleichgewicht hergestellt werden. Als-» 
dann werden aber, indem X, Y u. s. w. ihre vorige Bedeutung als Sum« 
men von gewissen Grössen beibehalten, folgende Bedingungsgleichungen 

stattfinden müssen: 

X — fico»a = 

r—Rcosß — 
Z— Äco5y=0 
£ — K(%cosß — ycosy) a=r 
M — Rixtosy — « cos a) = 
N^Riycosa — xco$ß)=:Q 
Durch Quadrirung und Addirung der drei ersten Gleichungen ergibt 
ftidb Ä « V-I* + P + Z* 

und hieraus dann: cosa^= . , , 

^x» + y* + z* 

Y 

'''^^^X^+Y^TZ^' 

z 

^ ^X^ + Y^ + Z^' 
Durch Einsetzung dieser Werthe gehn die drei letzten B^ingungs- 
gleichungen des Gleichgewichts in folgende über: 

Z-rÄ + Zy=:0. 

N—Xy + Yx = 0. 
Man überzevigt sich leicht, dass hieraus keine bestimmten Werthe 
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für st^ y, z d.h. für die Coordinaten des Anheftungspunkts der Resul- 
tante erhalten werden können und dass überhaupt diese drei Gleichungen 
nur dann neben einander bestehn können, wenn der Bedingung 

LX+MY+NZ=0 
genügt wird. — Wird nun aber diese Bedingung erfüllt, so bedeuten 
diese drei Gleichungen eine gerade Linie und zwar einzeln die respecti- 
ven Projeclionen auf die yz, zx^ x^ Ebenen. Dieses hat natürlich einen 
ganz ordentlichen Sinn; denn da es bekanntlich gleichgiltig ist, in wel- 
chem Punkt einer geraden Linie eine Kraft angebracht wird, so darf man 
auch keinen einzelnen Änheftungspunkt der Resultante erwarten, sondern 
nur eine gerade Linie, welche die Richtung derselben angibt. Obige drei 
Gleichungen bilden also die Gleichung der Resultante. Diese drei 
Gleichungen haben aber nur dann Giltigkeit und es existirt also nur dann 
eine Resultante, wenn der Gleichung LX + MY+NZ^snO 

genügt wird. Dieses wird daher die Bedingung sein, welche erfüllt wer- 
den muss, damit dem gegebenen System von Kräften durch eine einzige 
Kraft R das Gleichgewicht gehalten werden könne, oder dass jene Kräfte 
eine Resultante haben. Man muss hier aber noch einen speciellen Fall 
ausschliessen , nämlich den, dass X, F, Z jedes für sich =0 wird, dann 
würde R ebenfalls ^=0 und es müssten sich die drei Kräftepaare unter 
einander das Gleichgewicht halten, was nicht anders möglich ist, als wenn 
jedes einzelne für sich =0 ist. — Der zweite exceplionelle Fall, dass je- 
des der drei Momente i, M, N für sich gleich Null würde, hat hier kei- 
nen wesentlichen Einfluss, da hierbei die Resultante R immer einen end- 
liehen Werth haben könnte. 

Wenn aber der erste specielle Fall nicht stattfindet, so gibt es eine 
bestimmte Resultante und deren Richtung wird durch ihre Durchschnitls- 
punkte mit den drei Coordinaten-Ebenen bestimmt, indem sich die Coor- 
dinaten dieser Durchschniltspunkle in den respectiven Ebenen in folgender 

Weise ergeben: 

L M 

in der a;^^ Ebene, wenn man ä = setzt: y = — y 1^;= -=-,} 

- _- ^ M N 

m der ysEbene, wenn man j:s=0 setzt: ä = — "/'^^"t' 

N L 

in der «o? Ebene, wenn man y = setzt; « = «>«= -«r* 
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Auch selbst ans diesen aligemeinen Werthen der Coordinaten des 
Durchschnittspunkts der Resultante mit den drei Coordinaten-Ebenen er- 
gibt sich unmittelbar, dass bei dem vorhin ausgeschlossenen Fall keine 
Resultante existiren kann; denn wenn, wie es dort präsumirt wurde, JT, 
F, Z, jedes für sich =0 wäre, so würden sämmtliche hier erhaltene 
Coordinaten des Anheftungspunkts der Resultante unendlich gross werden, 
d. h. es würde die Richtung der Resultante selbst in die Unendlichkeit 
fallen, was offenbar keinen verständlichen, endlichen Sinn gewährt. 

Scholle. Es durfte nicht ohne Interesse sein, hier folgende Rc- 
merkung mit beizufügen. Wenn £, M, iV in dem (S. 45) angegebenen 
Sinn die Axen der resultirenden Kräftepaare in den drei Coordinaten- 
Ebenen bedeuten und wenn man durch X, f^y v die Winkel bezeichnet, 
welche die Axe des aus diesen resultirenden Kräftepaars G mit den drei 
rechtwinkligen Coordinaten- Axen bildet, so erhält man nach S. 46: 

L M N 

COSA = -jTy COS fl = -7^, COS V = 



g , ... ^ e ' — G 

Wenn zweitens die Winkel der aus den einfachen Kräften X, Y, 2 
heryorgehended Resultante R mit denselben drei Axen durch a, ß^ y be- 
zeichnet sind, so wird nach S. 32: 

X Y Z 

€08 a = -^, cos ß = —n- , cosy ^ 



R ' ^^^ R ' ^^"^ R ' 

Drittens ist aber S. 48 bemerkt worden, dass einem Kräftepaar und 
einer einzelnen Kraft R nur in dem einzigen Fall durch eine gleiche und 
entgegengesetzt wirkende Kraft — R (die beiläufig in einer entspre- 
chenden Entfernung, d.h. an einem entsprechenden Hebelarm ange- 
bracht ist) das Gleichgewicht gehallen werden kann, wenn Kraft und 
Kräftepaar in einerlei Ebene wirken. 

Hieraus folgt, dass die Axe ff, als senkrecht stehend auf der Ebene 
des resultirenden Kräftepaars, mit der resultirenden R einen rechten Win- 
kel machen, dass man also nach einem bekannten Satz der analytischen 
Geometrie folgende Redingungsgleichung haben müsse: 

cosX.eosa^cosfi.eosß -{- eosv.cosy=zQ 
oder indem man die vorhin genannten Werthe der Cosinusse einsetzt: 
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welches die oben angegebene Bedingungsgleicbuog für die MdgUchkeit einer 
einzigen Resultante mebrer gegebener Kräfte war. 

Besondere Bemerkung. Die drei letzten Bedingungsgleicbiin- 
gen des Gleichgewichts, £=0, M=0, N^O, welche die Ännullining 
der resultirenden Kräftepaare in den drei Coordinaten-Ebenen aussprechen, 
lassen sich noch in andre Form und in andre Ausdnicksweise bringen. 
Denn üimmt man (um die Deduction der schon einmal benutzten Figur 
XVII anzupassen) z. B. einen Term aus der zweiten der obigen Bedin- 
gungsgleichungen heraus, also: 

Pj s^ cos yj — P| »I cos ofj 

so bedeuten diese Glieder, einzeln betrachtet, nichts Anderea als respec- 
tive die Momente der Kräfte Z^^P^cosy^ und Xj=P|CO«a£ in Bezug 
auf den Punkt C, d.h. in Bezug auf denjenigen Punkt, in welchem die 
durch die Richtungen der beiden genannten Kräfte (welche die in den 
Richtungen der beiden Coordinaten-Axen liegenden Composanten der Kraft 
Pj sind) gelegte Ebene B^DCG die Y-Axe rechtwinklig trififl. Diese bei- 
den Kräfte Z^ und X^ lassen sich natürlich in eine einzige rusultirende 
Kraft vereinigen, welche 

== VVTX7"== ^P^^.cosy^^ + P^^.cosa^^ 
oder, da im Allgemeinen cosa^ + cosß'^ + cosy^=^l ist, 

=:P^.sinß^ 

sein wird. Diese Resultante mag ffir einen Augenblick durch ü bezeich- 
net werden und nach B^ U gerichtet sein. Sie ist nothwendig die Pro- 
jection der Kraft P^ auf die Ebene B^DCG. Wenn man nun weiter geht, 
und von dem Durchscbnittspunkt C nach dem Anheftungspunkte B^ eine 
gerade Linie und auf dieser in Jl| eine senkrechte KL errichtet; hierauf die 
Kräfte Z^^P^cosy^ und Xj =:P| cosof^ , so wie auch deren Resultante 
U^Pi sinßi f jede in zwei Seitenkräfte nach den Richtungen BiC luid KL 
zerlegt, so werden die drei Com]M)&anten in jeder der beiden Ricbtung^a 
sich das Gleichgewicht halten müssen. Es werden aber dieselben in dar 
Richtung von KL: . 

Zi.cosZ^B^Ky X^,c0sXiB^L nni O.cosUB^L 

CD' s 
Nun ist aber der Winkel Z^ B^ K=:B^ CD, sein Cosinus also = ^ ^ 7^ ; 

A 1 
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ebenso < X^Bi 1=584 CG, der Cosinus also =: -t^w'^IFo' '^^^ 

KfDy C/0| 

<ÜÄ,Z=:Cl»-ff=90»— Ä.CJSr, also co$UB.L=:sinB.CH=zP?^:=ßl-, 

wenn man das von C auf die Richtung der Resultante U g^falHe Peip^«; 
dikel CH=^Pi setzt. Setzt man jetzt diese Ausdrucke und auch die obm 
angegebenen Werthe für Z^, Xi, U ein, so werden die drei nach KL 
gerichteten Kräfte: 

• • • • 

CB^ CB^ CB^ 

Diese drei Kräfte müssen sich das Gleichgewicht halten» und da auch 

schon aus der Beschaffenheit der Construction nothwendig folgt, dass die 

eine von ihnen auf die eine Seite von B| und die andern beiden auf 

die andre Seite fallen, so muss die eine gleich der Differenz der beiden 

andern seio; man wird daher erhalten: 

PfXjCQgyi P^z ^tosa^ _ P|P| sinß^ 
CB^ CB^ CB^ 

oder: 

. P|jrjC05y|— P|«j«wa|«=:Pj|>j«f»/?j. 
Es ist aber. P^sinßi die Projection der Kraft P^ auf die jr^ Ebene und 
Pi ist zugleich die kürzeste Distanz der FAxe von dieser Projection, da- 
her wird PiPiSinßi das, was man das Moment der Kraft P^ in 
Bezug auf die Axe F nennt 

Die drei letzten Gleichungen des Gleichgewiclits können . daher auch 
so ausgesprochen werden: Es müssen die Summen der Momente 
der einzelnen Kräfte inBezug auf jede der drei rechtwink- 
ligen Coordinatenaxen gleich Null sein. 



Corollar. Ein ganz specieller Fall für die Bestiromutig des Gleich- 
gewichts gegebener Kräfte darf hier nicht übergangen werden. E» ist 
Dämlich der, wenn sämmtliche Kräfte in unter einander parallelen Rich*^ 
tungen wirken. 

Es ist offenbar gestattet, das Coordinaten - System sich so gelegt zu 
denken , dass die gemeinsame Richtung der wirkenden Kräfte parallel mit 
bitter der A*ei Azea, 2«B. mit der ZAxe, geht« Unter dieser Voraus- 
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Setzung ibaben wir natürlich in obigen sechs allgemeipen Bediogungsglei- 
chungen des fiidchgewichts alle Winkel a und /?, das sind die Winkel 
der Richtung der Kräfte mit der ^ und ITAxe gleich einam rechten Win- 
kel, ihre Cosinusse also =0 und alle Winkel y, d.h. die Winkel der 
Riditung der Kräfte mit der ZAxe =0, also ihre Cosinusse =:1 zu setzen. 
Hiernach reduciren sich diese sechs Gleichungen auf nur folgende drei : 

P^+P^+P^ + «0 

Die beiden letzten Gleichungen geben zunächst zwei Kräflepaare, das eine 
parallel mit der j^s Ebene, das andre parallel mit der o;« Ebene ,^ die 
sich beide wieder in eines vereinigen lassen, welches, für den Fall des 
Gleichgewichts, verschwinden muss. Da aber ein resultirendes Kraftepaar 
liicht anders verschwinden kann, als wenn jedes der beiden componiren- 
den Paare für sich der Null gleich wird, so erhält man die beiden obigen 
Summen einzeln = 0. 

Hiernach können wir folgenden Satz aussprechen: 

Parallele Kräfte sind im Gleichgewicht, wenn dieSumnse 
^]]^r ^if4U^ =^ Q ist., uad auch die Summen dar Mooiente in 
B.fyEug i^uf ¥wei sich, scfaneideade Bbenen, die parallel mit 
4fr j^iofetiung der Kräfte sind, tr Q aiAd< 

In der hier angewandten Deduction stehn zwar noch beide Ebenen 
auf einander senkrecht. Es bleibt aber dasselbe Gesetz bestehn, wenn 
dieselben auch irgend einen andern Winkel (nur nicht =: 0) mit einander 
bilden:; man muss alsdann nur unter s und y die schiefwinkligen Coor- 
dinaten der einzelnen Anheftungspunkte verstehn. 

Wenn nun ferner die Kräfte sich nicht das Gleichgewicht hielten, 
d^f^s ^er durch mozufdgimg der Kraft — A in d^m Punkt s, y her* 
l^steUt werden, könnte, so ergeben sich zur Bestimmung dieser RäsuI- 
tßf^Uk Mcb S» 61 folgende Gleichungen ^ 

R=^Pi + Pt+Pz + 

Ä»=^i»i +^1*1 + ^8*1+ 

il^=P^*4+P,*, + P,jr, + 

Es mihi sid^h natürlich kein bestimmter Wcrtb \ßf di^ AbGoordiMilt 
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d^& AntiMltfüg^Kriifilts df^r Rei^hlbnt^, sondern nur eine M der sjf-Ehtnh 
i^bnkreclitö LitH)^, dii^. in den respectWen Entfehrangeb 

^^ fiyi+P2j'2+Pnyt + 

^ Pj+Pi+Pa + 

P,s,+P^s^ + P^s, + 

P,+Pi + P, + 

))äriliä mii de^ «s* und y»- Ebene gdiU 

Hierbei dörfte es zweckmässig sein, eine analoge Bemerkung bei* 
ivfDgea , wie wir sib 8: 21 gemacht haben. Denken Wir uns liämliGh 
das ganae Systesl Toa Kräften so gedreht, daäs ihre Anheftungspunkte 
dieMb^n bleiben, iiiid ihre Richlongen auch wieder, obwohl in andrer 
Lage, nnier einander parallel gehh, so erhalten wir wieder eine gewisse 
gerade Linie als Riebtang der Resullante. Es ist leicht ersichtlich, dass 
alle diese Restdtanten bei den Terschiedenen Lagen sich in einem und 
demselben Pnnkte schneiden werden, dessen Coordinaten sich leicht be- 
stimmen Mssen. Denken wir uns nämlich das System so gedreht, dasft 
aHe Kräfte parallel mit der FAxe gehn, so erhalten wir: 

R^Pt+P^+Pi+ 

*~ Pj+P,+P, + 

P,+P, + !», + ..... 
Nehmen wir hienu nodi den vorhin gefundenen Werth Ton y, 8o ist der 
Punkt, welchen man den Mittelpunkt der parallelen Kräfte nennt, 
vollständig hestimmt. 

m 

y. 9. 
Ih den Torige^ Sfl. ^itid die BeidingongeA entwickelt, welche erfüllt 
Verden muteten, damit ein Kd^per oder ein System von Punkten, auf 
^efdVes • beliebige Kräfte wirken, im Gleichgewicht gehalten werde; oder, 
wenA dieses hfcht sftaltfand , wurden die nöthigen Bestimmungsstucke der 
Resultante, sobatiii eine solche möglich war, angegeben. Hierbei wurde 
älefs siSRstbweigend angenommen , das? der Körper vollkommen frei und 
einrig und allein dem Einflnss der an ihm angebrachten und auf ihn wir- 
kenden Kräfte unterworfen sei. Nuii können aber offenbar solche Um- 
stände obwalten , die einen augenscteinÜcheh Einfluss auf den Zustand 

6» 
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eines Körpers (in Bucksicht auf Ruhe oder Bewegung desselben) ansflben, 
ohne geradezu als besondre Kräfte aufzutreten. Hierher wäre zu rechnen : 
ein fester Punkt, oder eine feste Linie innerhalb des Körpers» oder eine 
Oberfläche oder Curve, auf welcher der Körper zu bleiben verpflichtet ist 
Dieses soll jetzt in seinen Einzelnheiten durchgenommen werden. 

1) Gleichgewicht eines Körpers, welcher die Freiheit 
bat, sich in jedem beliebigen Sinn um eineii festen Punkt 
zu drehen. 

Wenn es in einem Körper einen solchen Punkt gibt, um welchen 
sich derselbe in beliebiger Richtung soll drehen können, so beisst 
dieses doch offenbar, dass diesem Punkt die Befähigung zugeschrieben 
wird, stets dieselbe Stelle im Raum beizubehalten, oder dass er allen 
äussern Einwirkungen einen bestimmten Widerstand entgegenstellt. Die* 
sen Widerstand werden wir uns als eine gewisse dem Punkt innewohnende 
oder in ihm wirkende Kraft denken können, die durch ^ bezeichnet wer- 
den mag. Fugen wir nun diese unbekannte Kraft zu den übrigen auf 
den Körper einwirkenden Kräften hinzu, so werden wir von der an- 
genommenen Festigkeit des einzelnen Punktes abstrahiren und den Körper 
als vollkommen frei betrachten und deshalb die obigen (S. 61) gefundenen 
allgemeinen Bedingungsgleichungen des Gleichgewichts auf ihn anwenden 
können. Nehmen wir daher den festen Punkt zum. Anfangspunkt der 
Coordinaten und nennen wir ^, ijy ^ die drei rechtwinkligen Composanten 
der Kraft p, so werden, mit Benutzung der an angezogener Stelle an- 
gewandten Bezeichnung, folgende Gleichungen gelten: 

Da nun aber der fragliche Punkt als fest angenommen ist, so wird die 
seinen Widerstand repräsentirende Kraft Qy also auch deren Composanten 
$) 7« C S^^z beliebig grosse Quantitäten sein können ; es wird daher den 
drei ersten der genannten Gleichungen unter allen Umständen durch pas- 
sende Annahme dieser Grössen |, rj, ^ genügt werden können. Es wird 
daher für das Gleichgewicht eines Körpers» der die Freiheit 
hat, sich uqn einen festen Punkt zu drehen, nur die Erfüllung 
dieser drei Gleichungen erforderlich sein: 

X = 0, if = 0, i^=0, 
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d. h. 68 müssen die Momente der Kräfte in Bezug auf jede 
der drei rechtwinkligen Axen gleich NuU sein. 

Der Widerstand, den der feste Punkt zu leisten hat, oder der 
Druck, den er erleidet, ist naturlich = — p, oder, nach der Richtung 
der drei Axen geschätzt: 

— f=x, — i7=:r, — c=/- 

2) Gleichgewicht eines Körpers, welcher die Freiheit 
hat, sich um eine feste gerade Linie zu drehen. 

Die Drehungsaxe können wir uns als eine gerade Linie denken, welche 
zwei feste Punkte verbindet, so dass wir in Stelle einer festen Linie diese 
einfachere Vorstellung gewinnen: es seien in dem System zwei feste 
Punkte gegeben. Nennt man nun diese beiden festen Punkte A und £, 
deren Entfernung von einander = d, und nimmt den einen Punkt, etwa 
Äj zum Anfangjipunkt der Coordinaten und die Linie AB zur XAxe, so 
werden wir die Widerstände, welche die beiden Punkte leisten,, als zwei 
Kräfte q und q' betrachten können, welche in diesen Punkten wirken. 
Die Kraft ^, welche im Anfangspunkt A der Coordinaten wirkt, zerlegt 
sich augenblicklich in drei Seitenkräfte ^, ij, ^, welche nach den Axen 
selbst gerichtet sind ; die zweite Kraft q' im Punkt B zerlegt sich in drei 
mit den Axen parallele Seitenkräfte ^\ ?]', ^'. Die Composante |', 
welche schon in der XAxe selbst liegt, lässt sich unmittelbar in dem An- 
fangspunkt angebracht denken, die beiden andern aber rj' und ^' geben, 
wenn man sie nach A überträgt, erstlich in den beiden Axen die Kräfte 
Tj* und ^', und ausserdem in der sif- und jrz^Ebene zwei Kräftepaare 
mit den respectiven Momenten 7]\d und ^\d. — Da wir nun nach 
Hinzufügung dieser beiden Kräfte q und q^ das System als ein ganz freies 
betrachten und deshalb die allgemeinen Gleichungen des Gleichgewichts 
darauf anwenden können, so erhalten wir: 

X==0, if+£'.d=:0, JV— i7'.d=0 

Da alle sechs Gleichungen, mit alleiniger Ausnahme von £=0, durch 
passende Annahme der Kräfte q und q' stets erfüllt werden können, so 
sieht man, dass einKörper, der dieFreiheit hat, sich um eine 
Axe zu drehen, im Gleichgewicht sein wird, wenn 

1 = 0, 
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^. b. i^enn die Sumo^e d^r llo^i^Q^t^ 9,Jler. K,r9ft^ In 9®.?«^ 
auf die ZAxe, d. i. in Bezu^ %^f ^ie D|r<^Jim.Q89ai^.e, gleicli 
T(uU ist 

Zur Bestiofiinung des Drucks, den <)ie b^idep fe^teqi. Pv^ie in 4e9 
Richtungen der einzelnen Axen erleiden, ergibt s}^ 

-(5 + §') = X 
Hier ersieht man, dass sich in der Richtung der XAxe der Druck auf 
die beiden Punkte nicht für jeden besonders ergibt, sondern nur der 
Summe nach, was auch in der Natur der Sache begründet ist, da beide 
Punkte, als mit einander auf uuTeränderlicbe Weise verbunden, eigentlich 
nur ein Ganzes bilden. 

S) Gleichgewicht eines Körpers, welcher sich in eineni 
oder in mehren Punkten gegen eine feste Ebene stützt. 

Wir nehmen diese feste Ebene zur jrjf Ebene an und setzen zunächst 
voraus, dass der Körper nur in einem einzigen Punkt Ä auf die Ebene 
drückt. Wählen wir noch diesen Punkt zum Anfangspunkt der Coordi- 
naten, so wird der Widerstand durch eine Kraft zu. ersetzen sein, welche 
nur in der Richtung der ZAxe wirkt; deshalb werden die Bedingungs- 
. gleichungen des Gleichgewichts eines solchen Körpers folgende : 

X=0, F=0, z+e=o, 

X==0, Af=:0, i\r=:0. 
Es müssen also die beiden ersten und die drei letzten Bedingungen stets 
eriüUl werden , während der dritten stets durch die beliebig anzunehmende 
Kraft ^ genügt werden kann. 

Wenn sich zweiten^ ein Körper in zwei Punkten. 4 und B gegen 
eine Ebene stützt, so nehme map wieder diese Ebepe zur jry Ebene, die 
Linie AB zur XAxe und A zum Anfangspunkt der Coor^ioat^n an. De^ 
Widerstand des Punktes i wird eine Kraft ^ geradezu, in dqr ZAxe^geben^ 
der Widerstand des Punktes JB gibt zunächst eine Krai]t ^' in der a?x Eheste, 
parallel mit der ZAxe, oder wenn m^n sie.n^cli A hin verlegt, eine Kraft 
^* in der ZAxe selbst und ein Kräftep^ar in der M^ Ebene mit dem Mo- 
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Bl {'•«', wtan die EntfeniAg des Puiiklee f fea Ä iätA df V^ 
Mkümi wird« Hiernadi werden die Bediaguiigsgleichuiigen des Gteich- 
«ewisbto 

X«0, F=sO, 2 + 5 + 5'=». 

/;»•, jr+C'.a'ss«, ir»e. 

Die auf den K^er wirkenden Kräfte X F, Z hzhea hfer offefhbär eine 
ResnKante =: VX^+l^ + 2*=^— (^ + 5') ; die Bedingangsgleicbung dafür 
wird auch erfüllt, da JL+ Fir + Z2^=0.0-~0.5'a'— O.(g + 50=0 ist. 
Diese Resultante steht ofTenbar, weH X^O^ und F=0 ist, senkrecht auf 
der jryEbene, die Coordinaten ihres Durchscbnittspunktes mit dieser sind 
nach S. 62: 






a' 



,—1=0. 
d* b. die Reenttante trifft die Linie AB zwischen den Pnnkteii Ä und Jl 

weil TT-r-pi'a' ein echter Bruch ist. 

6 + b 

Wenn endlich- der Körper sich in drei oder uMliren Punkten' g^tt 
eine Ebene stAtzt, so sei wieder diese Eftene die j*y Ebene, def erstis 
Bonkt, welcher A heissen^ mag, der Anfangspunkt der Coordinatetf; fe^** 
ner werde die Verbindungslinie von A mit dem nächsten Punkt B M 
die XAxe angenommen, und zwar unter dei^ Voraussetzung, dass alle 
folgenden Punkte auf einer und dersdben Seite von der Linie AB liegtiU, 
damit alld" FCoordtnaten jener Punkte positive Grössen werden ; ebenso 
wie auch der Anfangspunkt A so gewählt sein soll, daSs alle ZCdordine«- 
ten der übrigen Punkte positiv sind. Indem man nun natürlich den 
Widerstand jedes einzelnen Stützpunkts als senkrecht gegen die «y Ebene 
annehmen muss, so wird, wenn man jeden dieser Punkte B, C, D, ••• 
durch ihre Coordinaten a\ b*\ a*\ V*\ .... bezeichnet, jede einzelne der 
den entsprechenden Widerstand' ersetzende!! Kräfte, nach ihrer Ceber- 
tragung nach dem Anfangspunkt der Coordinaten, ersetzt werden durch, 
folgende drei Stücke: 1) eine ihr gleiche Kraft im Anfangspunkt A der 
Coordinaten, und zwar wirkend in der ZAxe selbst, 2) ein Kräftepaar 
in der y^rEbenef- bei weh^ekto diede selbe Kraft-' an einem Hebehrnf, gleich!^ 
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der yCoordinale des entsprechenden Panklts wiiit, 8) eki Krilftepaar m 
der jT« Ebene, bei welchem dieselbe Kraft an einem Hebelarm, gleich der 
xCoordinate des entsprechenden Punkts wirkt. Indem wir nun theils die 
Kräfte in der einzelnen Axe, theils die Kräftepaare in den einzelnen Coordi- 
natenebenen zusammensetzen, eriialten wir folgende erforderlichen 
Bedingungsgleichungen eines sich gegen eine beliebige 
Anzahl von gegebenen Punkten einer Etene stützenden 
Körpers: 

X=rO, F=0, Z + £ + J' + e'' + f'" + = 0; 

X— ^".ft"~?'".6'"— ...= 0, Jtf+g'.a' + C".a'' + -0» ^— 0; 

▼on denen naturlich nur' die beiden ersten und die letzte durch die auf 
den Körper frei wirkenden Kräfte erfüllt werden dürfen, da die dritte, 
vierte und fünfte durch die WiJlkurlichkeit der Kräfte ^ stets erfüllt wer- 
den können. Wenn hier eine unbestimmte Anzahl von Stützpunkten 
des Körpers angenommen wird, so ist leictit aus der Form dieser Glei* 
cbungep ersichtlich, dass der Widerstund, den jeder einzelne dieser Stütz* 
punkte zu leisten, oder der Druck, den jeder dieser Punkte zu erdulden 
bat, oder die Grösse der einzelnen Kräfte ^ nicht zu bestimmen sein wird, 
sondern in der Regel nur die Summe derselben. Nur in dem einzigen 
Fall, wenn nicht mehr als drei Stützpunkte angenommen werden, haben 
wir die nöthige Anzahl von drei Gleichungen zur Bestimmung der drei 
unbekannten. Kräfte, nämlich: 

woraus man erhält: 

Da die auf den Körper frei wirkenden Kräfte loffenbar eine Resultante 
haben müssen, weil der Bedingung XL+ YU+ ZN==^0 genügt wird und 

VlMnP»T^= — (C + S' + £") • also ^ ist, so ergeben jsich nach 
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S. 9A die Coordinaten des DnrcbsdinittepairicU dieser Resnltante mit 
der «j^ Ebene: 

*~Z~ ?+£' + £" * 
Denlit man sich nun z. B. die Lage der drei Punlite A^ B, C so, wie sie 
in Fig. XVIfl. Terseichnet ist, wo also AB-a' , AD=(^\ CD=b" be- 

deuten, so folgt, da i; ' ^ l,,, und aud» y _" >. j,. notfawendig ein 

editer Bruch und a'^a" ist: 

Dieses heisst doch aber natürlich nichts Anderes, als dass die hier ge- 
fundenen Coordinaten des Durchschnittspankts der Resultante mit der 
jy Ebene respectire kleiner als die Höhe CD und kleiner als die Grund- 
linie AB des in der Figur verzeichneten Dreiecks ABC sind, dass also 
dieser Punkt innerhalb dieses Dreiecks ABC fallt. . 

Hierdurch ergibt sich rückwärts, wenn auf einen Körper, der sich 
gj^en drei Punkte einer Ebene stützt, beliebige Kräfte wirken, so wird 
der Körper im Gleichgewicht stehn, sobald die Resultante derselben die 
stützende Ebene innerhalb des von den drei Stützpunkten gebildeten Drei- 
ecks trifft. Der Druck, den alle drei Stutzpunkte erleiden, ist durch die 
vorhin gefundenen Werthe der drei Grössen ^, C', t!* gegeben; wenn 
mehr als drei Stützpunkte vorhanden sind, so vertheilt sich der Druck 
auf die einzelnen Punkte nach keinem bestimmten Gesetz. 

4) Wenn sämmtliche Kräfte nur auf einen einzigen Punkt wirken, so 
reduciren sich die sechs allgemeinen Redingungsgleichungen des Gleich- 
gewichts nur auf die ersten drei: X=:0, 7=0, Z=0, wie es schon Se 31 
angegeben wurde. 

Setzen wir nun den speciellen Fall , dass der soUicitirte Punkt nicht 
ganz frei ist, sondern 

a) dass er verpflfchtet ist, stets auf einer gegebenen 

. ^ . 

Oberfläche, deren Gleichung £=:() sein mag, zu bleiben« 
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4w er sieb afso io. tjnemcieg^beDW Funktr gctg«D iUmb Q^ierillclifi sMtscir 

80 werden wir ron dieser Bedingung genögende Rechnung iragei^, wopn^ 
wir das Verlangan stellen , dass die Resultante sämmtlicber auf den Punkt 
wirkenden Kräfte auf der gegebenen Oberfläche senkrecht stehe, also nadi 
der Nonnale derselben gerichtet sei. Wir werdest daber den Punkt als 
einen ganz freien betrachten können» wenn wir den Widerstand derOber- 
flftche durch eine ihrer Intensität nach beliebige Kraft N ersetzen, deren 
Richtung nur mit der der Normale zusammenfällt. Nennt man nun 
A, ^, V die Winkel, welche disse Richtung mit den drei Coordinateii'* 
Azen bildet, so werden die rechtwinkligen Composanten der Kraft N: 

N.eoiXf N.eosfit If.cosv 
und dadurch erhält man als die im tc^^H^gendeit Fati ^forderlichen Be- 
dingungen des Gleichgewichts: 

jy.coiy+Z = 0. 

Die \^nkel A, /i, y, als die Winkel einer NurMto fftr die- Oberflädie» 
Is^O, werden nach einem bekannten Sato. der avalylischeii Creonetrie 
durch folgende Gleichungen bealtaimt: 

dx 

unvsmY.--. 

dt 

wenn man der Abkürzung wegen 
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setzt Hierdurch gehen aber die vorigen drei Gleichungen in folgende über : 

if.F.^ + X-O 

ax 

du 
Ar 



wonns na* iMeh EUmioalioif. daf 9 «rbilt: 



dx dy 

dl dh 

dx dl 

welche die beiden erforderlichen Bedingungsgleichungen 
des Gleichgewichts elftes Körpers «ind, der sich gegen 
eine Oberfläche £=0 stützt. 

Wenn die Lage des sollicitirten, Punkts nichjl geradezu gegeben ist, 
sondern nur die Natur der auf ihn wirkenden Kräfte, so kann die Frage 
gestellt werden f an welche Stelle der Oberfläche der' Punkt verlegt wer- 
den müsse, damit die Resuhante der auf ihn. WNrktndmi KbIAb nsriMt 
zur Oberfläche wäre« — Dia Antwort darauf ist ersichtlich diese, dass 
man aus den beiden gefundenen Gleichungen des Gleichgewichts 

dx dy 

dx dz 

«nd aus derdeichung der Oberflädie 

X = 
die drei Coordinaten jr, y, s bestimnit. 

5) Wenn der sollicitirte Punkt Terpflichtet ist, auf 
zwei Oberflächen £ = und L'=0 zu gleicher Zeit, d. h. auf' 
ihrer Durchschnittscurfe, d. h. auf einer gegebenen Curve 
doppelter Krümmung zu bleiben, so wird die Resultante der auf 
den Punkt wirkenden Kräfte mit den beiden Normalen, die man in diesem 
Punkt an die Oberflächen zieht, in einerlei Ebene liegen müssen , damit sich 
dieselbe in zwei nach diesen Normalen gerichtete Composanten zerlegen lasse. 
Den Widerstand der beidten Oberflächen wird man daher durch zwei 
in den Normalen liegende Kräfte N und N' ersetzen können , und wenn 
man diese zu den übrigen Kräften hinzulügt, von den Oberflächen ganz 
abstrahiren und den Punkt als vollkommen frei betrachten dürfen. 

Nennt man nun il, jti, y und X\ fi\ v' die Winkel der Normal- 
Kräfte N und N* mit den Axen, so wird man diese Bedingungsgleichun« 
gen iriialteB: 
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JV . eo« A + iV* . CO« X' + X = 
N. cosfi + N* . cos fi' + F=0 

N .CO$V + N' . COSV* + Z=:Q 

oder wenn man durch V die analoge Grösse in Bezug auf die zweite 
Oberfiäche X'=:0 bezeichnet, als vorhin F in Bezug auf £s=0: 

dx dx 

dy dy 

dL , dV ■ 

N. V.^ + N'. r.—- +7=0 
dx d% 

woraus man dureh Elimination Ton N und ff' eiiiUt: 

x\—.— — ^' — 

4. r ( ^ . ^' _ ^ ^' 

\ dl dx dx dx 

dL dV dL 

dx dy dy 

welche die Bedingungsgleichung des Gleichgewichts eines 
Punktes ist, welcher verpflichtet ist, auf einer Curve dop- 
pelter Krümmung zu bleiben« 

Wenn dem soUicitirten Punkt noch nicht eine feste Stelle auf der 
gegebenen Curve doppelter Krümmung angewiesen ist, sondern wenn es erst 
bestimmt werden soll, wo er sich auf derselben befinden muss, damit die 
Resultante der ihrer Natur nach gegebenen Kräfte mit den Normalen der 
beiden. Oberflächen in einerlei Ebene liegen, so wird man nur die soeben 
gefundene Gleichung des Gleichgewichts mit den Gleichungen der beiden 
gegebenen Oberflächen, nämlich mit X = und X'srO zusammenzustellen 
haben, um daraus die drei Coordinaten x^ g^ z des gesuchten Punkts 
finden zu können. 
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Dritte Torlesnnir* 

Thaorle des Seliwerpiiiikts. 

8. 10. 

Man nennt Schwerkraft (pesanteur oder gravite) die un- 
bekannte Ursache, welche die Körper nach der Oberfläche der Erde treibt, 
sobald nicht irgend welche Süssem Kräfte auf sie einwirken, sondern sie 
sich selbst überlassen sind. Sie wohnt jedem kleinsten materiellen Theil- 
chen des Körpers inne und strebt, denselben in senkrechter Richtung 
gegen die Erdoberfläche, d. h. in vertikaler Richtung fortzubewegen. 
Die Erfahrung hat gezeigt, dass die Intensität dieser Kraft yerschieden 
ist in verschiedener Entfernung vom Mittelpunkt der Erde, dass sie näm- 
lich im umgekehrten Verhältniss des Quadrats der Entfernung von diesem 
steht. Ebenso ist sie auch verschieden an verschiedenen Stellen auf der 
Oberfläche der Erde , unterm Aequator ist sie am geringsten, unterm Pol 
am grössten, sie nimmt mit dem Quadrat des Sinus der Breite zu. 

Obgleich nun die Richtungen der Schwerkraft der einzelnen Elemente 
eines Körpers sich alle in einem bestimmten Punkt , dem Mittelpunkt der 
Erde, vereinigen, also, streng genommen, convergifende Linien bilden, 
so wird man sie doch bei allen Köri)em, die auf der Erde in dieser Hin- 
sicht der Untersuchung unterworfen werden, als parallel betrachten kön- 
nen, da die Entfernungen der einzelnen Punkte eines solchen Körpers 
im Vergleich mit der Entfernung vom Mittelpunkt der Erde als verschwin- 
dend, die Winkel also, welche die Richtungen ihrer Schwerkräfte an die- 
sem Mittelpunkt bilden, als unendlich klein anzusebn sind. Weil nun 
alle diese Kräfte, die auf die einzelnen materiellen Theile eines Körpers 
wirken. Parallel -Kräfte sind, so werden sie eine Resultante haben, 
die ebenfalls nach dem Mittelpunkt der Erde gerichtet ist, und diese ist 
das, was man die Schwere, das Gewicht (le poids) des Körpers 
nennt. Bei allen Körpern ist dieses Gewicht ofl'enbar proportinal der 
Masse, also P=^g.M, 

oder auch P=zgDV, 

wenn P das Gewicht, M die Masse, D die Dichtigkeit, V das Vo-. 
lumen des Körpers und g die Schwere der Einheit des Körpers bezeichnet. 

Da alle Punkte eines schweren Körper^ durch parallele Kräfte soUi- 
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citirt werden, so folgt, das«, wwü aian itm in verschiedeDe Lagen in 
Bezug auf die Richtungen dieser Krifte bringt, ihre Resultante beständig 
durch einen bestimmten Punkt geht. Diesen Punkt haben wir oben S. 21 
und S. 67 Mittelpunkt der parallelen Kräfte genannt, hier heisst 
er der Schwerpunkt. Seine charakteristische Eigen^challt ist offenbar 
die, dass der zugehörige Körper in alleii möglichen Lagen um den- 
selben im Gleichgewicht bleibt, wenn nur dieser Punkt fiiirt ist, weil 
stets die Resultante aller unendlich vielen einzelnen Schwerkräfte stets 
durch ihn geht. 

Es wird aber auch olTenbar der Körper im Gleichgewicht bleibet 
müssen, wenn man einen solchen Punkt desselben in vertikaler Richtung 
festhält, dass dieser und der Schwerpunkt des Körpers in einerlei Verti- 
kale liegen. Der befestigte Punkt kann entweder oberhalb vom Schwer- 
punkt oder unterhalb desselben liegen ; im ersten Fall ist der Körper auf- 
gehängt, im zweiten ist er unterstützt. Man könnte hiernach den Schwer- 
punkt eines Körpers mit Leichtigkeit auf experimentellem Vl^ege finden, 
indem man ihn an verschiedenen Punkten aufhinge und den gemeinsamen 
Durchschnittspunkt der verschiedenen Aufhängungslinien suchte; jedoch 
tritt hier oft die Schwierigkeit der geometrischen Construdliön iiin^rhatfi 
eines Körpers hindernd in den Weg. 

S. IL 

Da die am Schluss des vorigen $. angedeutete Aethöde zur BestiiÜ- 
mung des Schwerpunkts eines Körpers nicht immer anwendbar ist, ündf 
da andrer Seits diese Bestimmung von der grös^ten Wichtigkeit ist, so 
mus^ ein andrer Weg eingeschlagen werden, und dieses i^t der analytische. 

Man wird den Schwerpunkt eines Körpers öder eines ganzen Syst<6äiii 
von Körpern leicht finden können , wenii man die Schwerpunkte einzelner 
f heile desselben tcetint. Denn man kann sicli alsdann diese eihzelhen 
Schwerpunkte als die Änh'eflungspunkte von päraUelen Kräften de'iilen', 
welche hier die Gewichte der eiiizefiifen 'theile sein werden, währ'eAd deV 
Schwerpunkt naturlich der Anheftunjgspuhkt der Resultante alfer dies^f^ 
Composanten sein wird. Wir fiaben aber S. 66 zur Bestimmung der Re- 
sultante von Kräften , die alle der ZAxe parallel gehii, folgende Gleichun- 
gen gehabt: 
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Jl«pl+?, + p, + 

Äy=^iyi+Piyi + P«yi + 

Denkt man sich nun die nirlilimgeD aller dieser parallelen Kräfte so 
geändert, dass sie parallel inil der FÄxe gehn, so werden die analogen 
Gleichungen : 

. Jl==P,+P,+P, + 

Raf^ PiXi + P2X^ + P^w^ + 

Jl« = Pi«j+Pj«,+Pj*, + 

Aus diesen sechs Gleichungen, die sich natürlich auf vier reduciren, 
ergibt sich zunächst folgender Hilfssatz: 

Die Resultante (d. i. das Gewicht oder die Masse des ganzen K&r* 
pers) ist gleich der Summe der parallelen Composanten (d. i« der Ge- 
wichte oder Massen der einzelnen Theile des Körpers) und die Momente 
der Resultante in Bezug auf jede der drei rechtwinkligen Coordinaten- 
Ebenen ist gleich der Summe der Momente der einzelnen Composanten 
in Bezug auf dieselbe Ebene. 

Da wir aber wissen, dass, wie wir auch die Richtung der parailelen 
Kräfte ändern mögen , immer dasselbe in Bezug auf ein neues Coordiaa- 
t^nsystem. stattfinden wird, so werden wir umgekehrt jede beliebige Ebene 
im .Raum als eine Coordinaten- Ebene betrachtei können luid dadurch 
folgenden ganz allgemeinen und zugleich auch ausreichenden Fun da-» 
mentai-Satz zur Bestimniung des Schwerpunkts eines Körpers erhalten: 

Die Entfernung des Schwerpunkts eines Körpers oder 
«i^ea Sjatents ?on Körpern tob irgend einer Ebene ist 
^dLeJi dic^f Summe der Mom-ente der Gewichte (oder Mafii* 
sen) der einzelnen Theile in Bexug auf diese Ebene,, divi-^ 
dirt. durch, die* Surm^me ^ller Gewichte (oder Massen). 

Be&tifiimt man also »aeh diesem Gesetz die EntfeftmHfgen des Sebwi^iu 
Punkts voo dm nidU parallelen Ebene», so findet man offenbar die Lagfl 
dOMelben« 

Wenn im speeielleit Fall dieEbefre, hiBeztrg auf Welche dieMotttente 
getfcffnmen werdeik*, durch den Schwerpunkt geAt, m ist die Etitfemuttj^ 
des Schwerpunkts Ton dieser natflrlidi gleich- Nnfr ttttd matt flud^tr 
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Die Summe der Momente der Massen 9 in Bezug auf eine 
durch den Schwerpunkt gebende Ebene, ist immer gleich 
Null. 

Dieses heisst in andern Worten ausgedrückt: Die Summe der 
Momente der Massen auf der einen Seite der Ebene ist 
gleich der Summe der Momente der Massen, die auf der 
andern Seite liegen. 

Dieser Satz lässt sich auch umkehren: 

Wenn die Summe der Momente derMassen in Bezug auf 
eine Ebene gleich Null ist, so liegt der Schwerpunkt des 
Systems in dieser Ebene. 

Wenn alle Schwerpunkte der einzelnen Theile eines Systems in einer 
Ebene liegen, so wird offenbar auch der Schwerpunkt des ganzen Systems 
in derselben Ebene liegen, und man darf daher die Momente nur in Be- 
zug auf zwei nicht parallele Linien in eben dieser Ebene nehmen , um 
die beiden erforderlichen Coordinaten des Schwerpunkts zu bestimmen. — 
Und liegen alle Schwerpunkte der einzelnen Theile auf einer geraden Linie, 
so wird auch der Schwerpunkt des ganzen Systems auf derselben Linie 
liegen, und man darf nur die Momente in Bezug auf eine einzige, diese 
Linie schneidende, Gerade nehmen, um die einzige erforderliche Coordinate 
des Schwerpunkts zu bestimmen. 

Aus dem bisher Gesagten ergibt sich durch ganz einfache Ueber- 
legnng, so dass es nicht nötfaig sein dürfte, noch besondere Erläutenm* 
gen hinzuzufügen, folgender Grundsatz: 

Jede ebene oder körperliche Figuration, in welcher sich 
ein solcher Punkt findet, dass jede durch denselben gelegte 
Ebene die Figuration in zwei symmetrische Hälften theilt, 
hat diesen Punkt zu ihrem Schwerpunkt. 

Will man hier noch einen in dem Vorigen nicht enthaltenen Grund 
hinzufügen, so könnte es dieser sein: Wenn eine Ebene eine Figur sym- 
»etrisdi theilt, so ist kein Grund vorbanden, weshalb der Schwerpunkt 
eher auf der einen Seite dieser Ebene liegen sollte, als auf der andern, 
ßv wird daher in der Ebene selbst liegen ; und da dasselbe für sämmtliche 
durch den angenommenen Punkt gelegte Ebenen gilt, so wird er in ihrem 
gemeinschaftlichen Durohschnitlspunkt liegen. 
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Unmittelbare Folgerungen dieses Grundsatzes sind folgende drei Sätze: 

1) Der Schwerpunkt einer durchgängig gleichmassig 
beschwerten geraden Linie ist der Mittelpunkt dieser Linie. 

2) Der Schwerpunkt der durchgängig gleichmässig be-* 
schwerten Fläche eines Parallelogramms ist der Durch- 
schnittspunkt seiner beiden Diagonalen. 

3) Der Schwerpunkt des durchgängig gleichmässig be- 
schwerten Volumens eines Parallelepipedums ist der 
Durchschnittspunkt seiner vier Diagonalen. 



$. 12. 

Bevor wir zur allgemeinsten Theorie des Schwerpunkts übergehn, 
sollen in diesem %. die bekanntesten Schwerpunkts -Bestimmungen durch- 
gesprochen werden, welche sich mit Leichtigkeit auf elementarem Wege 
aus den Sätzen des vorigen $. entwickeln lassen. 

Aufg. 1. Es soll derSchwerpunkt eines Systems gleich- 
mässig beschwerter gerader Linien (Umfang einer Figur) 
gefunden werden. 

Aufl. Da die Linien überall gleichmässig beschwert angenommen 
sind, so liegt der Schwerpunkt jeder einzelnen von ihnen in ihrem Mittel- 
punkt. Denken wir uns immer in jedem Schwerpunkt das ganze Gewicht 
der zugehörigen Linie vereinigt , so erhalten wir ein System von Punkten, 
in welchen Kräfte wirken, die den Längen der einzelnen Linien propor- 
tional sind, und deren Richtungen unter einander parallel sind. Nennen 
wir nun hier, wie künftig überall, ^, 9;, ^ die gesuchten Coordinaten des 
ganzen Systems und bedeuten für den vorliegenden Fall x, y^ % mit ver- 
schiedenem Index die Coordinaten der Mittelpunkte der einzelnen Linien 
und {|, Z^, ... die Verhältnisszahlen der Längen der einzelnen Linien , so 
erhält man, wenn £ das Gewicht sämmtlicher Linien bedeutet, folgende 
Gleichungen zur Bestimmung des Schwerpunkts: 

£ . ^ = I, a?i + ia Jpj + ia ^3 + 

IL « 
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Deokt man sich z. B. die drei Seiten a, (, c eines geradlinigen Drei- 
ecks gleichmässig beschwert, so nehmen wir die eine Seite, etwa c, zur 
XAxe an, dann wird, indem wir unter a, b und € zugleich die Gewichte 
der drei Seiten verstehn , h aber das auf der Seite c senkrecht sfthende 
Höhenperpendikel des Dreiecks bedeutet, die Entfernung des Schwerpunkts 
der Dreiecks-Peripherie von der XAxe, d. h. hier von der Seite c (deren 
eigenes Moment natürlich = ist) 

"^ a + h + c 
(a + b) h 



a+b+c 2 

Dieser Ausdruck hat aber eine besondre geometrische Bedeutung. 
Denn wenn man die Mitten der Seiten durch gerade Linien verbindet^ so 

entsteht einDteieck, dessen eine Seite parallel mit c geht und dessen B6he=:r 

ist« Die Seiten dieses kleinern Dreiecks sind natürlich -^> -^^ -^und da- 
her der Radius seines eingeschriebenen Kreises: 

_i ^(a+b + c)(— a+b + c ) ( a — b+ c)(a+b^c) 
^""* a + b + c 

Nun ist aber in dem grössern Dreieck 

A= 47V(« + * + c)(— a + 6 +"0) (a — fr + c) U + ii — c) 

mithin wird o = ^tt — ,—r-, — ^' Hiernach wird der Mittelpunkt des dem 

^ 2 (« + + c) " 

kleinern Dreieck eingeschriebenen Kreises um das Stjüek: 

2*""^"^ 2 ~2ia + b + c} 
a + b h 



a + 64-c 2 

von der Seite c entfernt sein. Dieses ist aber auch der oben angegebene 
Abstand des Schwerpunkts der Peripherie des ganzen Dreiecks von der 
Seite c. Da das Analoge offenbar in Bezug auf jede Seite gilt, so hat 
man folgenden Satz: 

Der Schwerpunkt des gleicbmässig beschwerten Um-^ 
fangs eines Dreiecks wird gefunden, wean man die Mitten 



^ 



— 8$ — 

der dreF Seiren aiit einander Terbindet, wodurch wieder 
ein Dreieck entsteht, nnd wenn man alsdann den Miftef« 
pankt des dieaem kleinern Dreieck eingeschriebenen 
Kreises bestimmt. 

Aufg. 2. Es soll der Schwerpunkt der gleiehmflssig be- 
schwerten Flächen einesSystems von ebenen^ geradlinigen 
Figuren, die beliebig im Raune liegen, bestimmt werden. 

AufL Da das Moment des ganzen Systems sich aus den Momenten der 
einzelnen Tbeile zusammensetzt, und da jede geradlinige Figur sich aus Drei- 
ecken zusammensetzen lasst, so wird unsre nächste Aufgabe diese sein: Es 
soll der Schwerpunkt eines Dreiecks gefunden werden. 

Wenn man sich die Fläche des Dreiecks überall gleich belastet denkt, 
so muss bei jeder Linie, die man parallel mit einer Dreiecksseite zieht« 
die also auch durchweg gleichmässig belastet ist, der Schwerpunkt in 
ihrer Mitte liegen; zieht man daher beliebig viele Linien parallel mit einer 
Seite, so liegen die Schwerpunkte aller dieser auf ihren Mitten, d. h. 
alle auf derjenigen Linje , welche die . gegenüberliegende Spitze mit der 
Mitte dieser Seile verbindet. Da nun auf diese Weise die Schwerpunkte 
aller, parallelen Theile des Dreiecks auf dieser Linie liegen und dadurch 
das Gewicht des ganzen Dreiecks auf diese Linie übertragen ist, so wird 
auch der Schwerpunkt des ganzen Dreiecks nach S. 80 auf dieser Linie 
liegen müssen. Dieses Raisonnement wird sich offenbar in Bezug auf 
alle Parallelen mit jeder der drei Seiten des Dreiecks anstellen lassen, so 
dass wir zu dem nothwendigen Schluss gedrängt werden, dass der Schwer- 
punkt des Dreiecks auf jeder der drei Linien liegen muss , die man von 
den Ecken des Dreiecks nach den Mitten der Gegenseiten zieht. Diese 
schBeidJe» »ich aber bekanntlich in Einem Pniikt, und deshalb muss die- 
ser der Schwerpuriit des Dreieck» sein. 

Noo werden aber, aus binlänglich bekannte» geometrischen Gründe», 
diese genaiinten Linie» in ihrem gemeinschaftlichen Durchsclmittspunftt 
nadi dem YerhMniss ren 1:2 getheilt; und ebenso wird auch jedes 
K6henper|^dibel durdi eine Linie, welche man durch diesen Punkt 
parate) mtt der efttspreebenden Seite zieht, nach demselben Verfaällniss 
getheili: deshalb kaan man folgenden SatE für die Restimmong des Sebvver- 
pttnhts eines Dreiecke anfliteireB: 

6* 
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Der Schwerpunkt eines Dreiecks liegt in dem Durch- 
schnittspunkt der drei Linien, welche man ?on den drei 
Ecken nach den Mitten der Gegenseiten zieht, oder er liegt 
um den dritten Theil der zugehörigen Höhe von jeder Drei- 
ecksseite entfernt. 

Randglosse. Es ist hier, wie bei so vielen andern fundamentalen 
Betrachtungen in der mathematischen Deduction, durchaus unvermeidh'ch , den 
Begriff des Unendlichen (mOg* es unendlich gross oder unendlich klein sein) 
mit hinzuzuziehen. Denn möge man sich noch so sehr dagegen sträuben und 
möge man noch so viele und scheinbar stichhaltige Beschönigungsgrönde her- 
vorsuchen, sobald man ernstlich auf den Grund geht, es findet sich immer 
in der anscheinend so fest gemauerten Wand eine Spalte, durch welche der 
vage und für Unkundige theils unsichtbare, Iheils leicht verführerische Licht- 
strahl der Unendlichkeit hereinlugt. So ist es in der Planimetrie erstens bei 
allen den sogenannten rein geometrischen Beweisen des Parallelen -Theorems 
und zweitens bei der Bestimmung des Umfangs und Inhalts eines Kreises; 
ebenso ist es in der Mechanik bei* dem Parallelogramm der Kräfte , so wie 
auch bei gegenwärtiger Untersuchung über den Schwerpunkt des Dreiecks. 
Denn bei der obigen Deduction denkt man sich nothwendig eine mit eiuer 
Dreiecksseite parallel gezogene Linie als eine materielle, da sie Schwere be- 
sitzen soll, mithin ist sie eigentlich nicht eine Linie, sondern eine unendlich 
dünne Schicht« 

Man hat nun versucht, diesen Begriff der Unendlichkeit auf diese oder 
jene Weise zu umgehn , und einer der interessantesten Versuche ist offenbar 
folgender von Poinsot mitgetheilte : 

Man denke sich (Fig. XIX.) das Dreieck ABC, dessen Höhe h und dessen 
Flächeninhalt 4a sein mag; ferner bezeichne man durch x die unbekannte 
Entfernung des Schwerpunkts des ganzen Dreiecks ^on der Grundlinie AB. 
Theilt man nun das Dreieck durch die Linien DE und DF, welche die Mitten 
D, E, F der drei Seiten verbinden, in die beiden unter einander congruenten 
und dem ganzen ähnlichen Dreiecke ADE und DBF und in das Parallelogramm 
DECF, dann liegt der Schwerpunkt in jedem der beiden kleinern Dreiecke 
um dasselbe, bis jetzt noch unbekannte, Stück x* von der Grundlinie entfernt, 
der Schwerpunkt des Parallelogramms DECF, der nach S. 81 im Durch- 
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schnittspanki seiner Diagonalen liegt, ist nm -^ von AB entfernt. Weil die 

Fläche des ganzen Dreiecks nr4a ist, so wird die Fläche jedes der beiden 
kleinen Dreiecke .= a und das Parallelogramm = 2 a. Man erhält daher 
nach dem Sati, dass das Moment des ganzen Systems gleich der Summe der 
Momente der einzelnen Theile sein muss, wenn wir hier die Momente in JBe- 
zug auf eine durch AB senkrecht auf dem Papier stehende Ebene, oder, kikr* 
zer, in Bezug auf die Linie AB nehmen: 

Aax = 2a .-^ + ax* + ax' 

Denkt man sich nun eines der kleinem Dreiecke, io derselben Weise wie das 
ursprüngliche, in zwei abermals kleinere Dreiecke und in ein Parallelogramm 
zerlegt, und nennt man x'*. die Entfernung des Schwerpunkts eines der neu 
entslandenen Dreiecke von derselben Grundlinie AB, so wird offenbar zwischen 
x' und X** dieselbe Relation stattfinden, als zwischen x und x*y wenn man nur 

-- in die Stelle von h setzt, so dass man also erhält: 

4 2^2 
Durch fortgesetzte Eintheilung der neu erhaltenen Dreiecke ergibt sich offenbar 

4 4^2 

^ --4 8 + 2^ 



• • • • • 



und indem man jeden folgenden Werth in die vorhergehende Gleichung einsetzt : 

^^4^+4*4+4-4^ + T'4i- + 



• • • • • 



Hierdurch ergibt sich innerhalb der Parenthese eine geometrische Progression 
mit unendlich vielen Gliedern, deren Fortschreitungs-Exponent = -j- » also ein 
echter Bruch ist« Diese Reihe wird deshalb eine convergirende , d. h. eine 
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summirbare; ihr Werth ist nach bekanntem Gesetz = |^. Es findst sieh ako 
w, d. h. die Entfernung des Schwerpunkts des ursprünglich gegebenen Dreiecks 

von der Grundlinie AB gleich — oder gleich dem drillen Theü der enl- 

sprechenden Höh« des Dreiecks« Da sich in Bezug avf jede der drei Seiten 
des Dreiecks das ähnliche BesiiUat ergeben muss, $9 fol^t» dass der Schwer* 
pufi^Lt ein^s Dreiecks von jeder Seile um den dritten Theü der entsprechenden 
Höhe von dieser Seile entfernt sein muss; woraus dann ferner durch einfache 
geometrische Anschauung folgt, dass er der Durchschnillspunkl der drei Linien 
sein muss, die man von den Spitzen des Dreiecks nach den Mitlelpunkten 
der gegenüberliegenden Seilen zieht. 

Aufg^ 3. Es soll der SchMrerpunkt der gleichmässig be- 
schwerten Fläche eines ParalleUTrapezes gefunden werden. 

Aufl. Es ist diese Aufgabe offenbar ein specieller Fall der vorher- 
gehenden Aufgabe, indem (Fig. XX.) das Parailel-Trapez ilUCD der Unter- 
schied der Dreiecke ABB und DCE ist, und es wird also das Moment 
des ganzen Dreiecks ABB in Bezug auf irgend eine Ebene, oder, da es 
sich hier wieder nur um eine ebene Figur handelt, in Bezug auf irgend 
eine Linie, z. B. in Bezug auf AB gleich sein müssen der Summe der 
Momente des obern Dreiecks DCE und des Parallel - Trapezes ABCD in 
Bezug auf dieselbe Linie AB. 

Nennen wir nun die Grundlinie ABssQ, die parallele Seite DC=:gy 
die Höhe des ganzen Dreiecks ABE, = H, die Höhe des obern Dreiecks 
DCE,=:h, die Entfernung des gesuchten Schwerpunkts des Parallel - Tra- 
pezes von der Grundlinie AB,^jr, so werden sich die Flächeninhalte der 
beiden Dreiecke ABB und DCE, da sich dieselben als Flächen ähnlicher 
Dreiecke wie die Quadrate gleichnamiger Seiten verhalten müssen, durch 
ff^.a und g^.a, also der Flächeninhalt des Parallel -Trapezes durch 
(fif* — 9^)>a ausdruckeii lassen» worin a irgend eine beliebige Flächen- 
einheit bedeutet. 

Der erwähnte Satz von den Momenten gibt nun naturlich, mit Bezug 
auf die vorige Aufgabe, folgende Bedingung: 
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Cr ft 

oder, da G:g—H:h, also ff=*— ^ ist: 

3 /ci_^i jaj^l Gl— 3C.s» + 2j>\. A 

= (»-,)'.(«+.,). I 

Nimmt man zweitens die Momente aller hier zur Sprache kommen* 
^et) Flächen in R^zug diuf die Linie DC und nennt dabei die Entfernung 
des Schwerpunkt« des Parallel -Trapezes Ton dieser Linie = 9, so hei 
man folgende BedrnguUgt 

^der: 8(C«— j*)y=«2JT«* — 3ftC« +Aj» 

oder Wegen derselben Proportion Gij^atHih, wie Torhin: 

Indem «an diese beiden erhaltenen Resultate in eine PropcHtiefi zusam- 
menstellt, ergibt srch folgende merkwürdige Relation 2wis<(^en den Ab- 
ständen des Schwerpunkts eines Parallel-Trapezes ron »einen beiden pa«- 
raSeleu Seiten: 

mtytt=z(G + 2g):g+26f) 
-^(9+iG):iG+ig) 
Ans dieser Proportion ergib! sidi eine ganz yorzuglich elegante Con- 
fetruofit^n des Sdiwerpunkts cnnes Parallel-Trapezes. Benn wenti man 
«iner Seits beachtet « dass das Trapez ABCB der Unterschied der beid^ 
Dreiecke ABS und IMTff ist, und andrer Seits, dass die Schwerpunkte 
dieser beiden Dveiecfee auf derselben Linie EM, d. b. auf derjenigen Linie, 
welche die Mitten der beiden Parallelen AB und DC mit der Spitfee B 
^t^rbindet, liegeD mäasen, und demzidolge auch der Schwerpunkt d^ 
Trapexes auf Mlf liegen muss, so wird es nur darauf ankommen^ dieile 
letztere Linie nach dem gefundenen Verhältniss der senkrechten £ntfer^ 
Hangen des gesuchten Schwerpunkte zu theilen. Dieses wird aber offen- 
bar dadurch gesoiiebD, dass man an die obere Parallele das S&üük DK^G 
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ansetzt, wodurch NK^G + i^g mri^ uml ^q die untere Parallele nach 
der entgegengesetzten Seite liin das Slück BL = g anträgt, wodurch 
AfI=:jf + 4G wird; darauf K mit L verbindet: alsdann wird der Durch- 
schnittspunkt P dieser Linie KL mit der Verbindungslinie der Mitten bei- 
der Parallelen der Schwerpunkt des Trapezes sein. 

Aufg. 4. Es soll der Schwerpunkt des gleichmässig be- 
schwerten körperlichen Inhalts einer dreiseitigen Pyra- 
mide gefunden werden. 

Aufl. Die Bestimmung des Schwerpunkts bei der dreiseitigen Py- 
ramide ist ganz ähnlich wie beim Dreieck. Man legt hier ebene Schnilie 
mit der Grundfläche der Pyramide, dann wird jeder derselben ein Dreieck, 
dessen Schwerpunkt nach Aufg. 2. bekannt ist. Da alle diese Dreiecke 
ähnliche und ähnlich liegende sind, so werden alle ihre Schwerpunkte in 
einer geraden Linie und zwar in derjenigen Linie liegen, welche man von 
der gegenäberliegenden Ecke nach dem Schwerpunkt der Grundfläche zieht. 
Da nun aber dasselbe in Bezug auf jede Seitenfläche der Pyramide und 
ihre [gegenüberliegende Ecke stattfinden muss, so wird der Schwer- 
punkt der ganzen Pyramide in dem gemeinsamen Durch- 
schnittspunkt der vier Linien liegen, welche man von den 
Ecken nach den Schwerpunkten der gegenüberliegenden 
Seitenflächen zieht. 

Diese vier Linien theilen sich aber aus bekannten geometrisdien 
Gründen nach dem Verhältniss von 1:3, und da jedes Mal die Ebene, 
welche man durch diesen Punkt parallel mit einer Seitenfläche legt, auch 
das zugehörige Höhenperpendikel der Pyramide nach demselben Verhält- 
niss theilen muss, so wird man den vorigen Satz auch so ausspreche« 
können: D.er Schwerpunkt der Pyramide ist von jeder Seiten- 
fläche um ein Viertel der zugehörigen Höhe entfernt. 

Anm. Man wird auch hier, ganz ähnlich wie beim Dreieck, eiae 
solche Ableitung dieses Satzes erhalten, wobei der unvermeidlidie Begriff 
des Unendlichen allein in der Summation einer onendlieben convergiren» 
den geometrischen Progression liegt. — Auch dieser Beweis möge hier 
seme Stelle finden. 

Zu diesem Ende müssen wir aber zunächst einen Hilfssatz ableiten, 
durch welchen die Entfernung des Schwerpunkts eines dreiseitigen Prismas 
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yoB jeder seiner Seltenllidieti bestimmt wird. Es sei (Fig. XXI.) ÄBCabe 
ein dreiseitiges Prisma. Sind nun liier F, B, D, f, e, d die Mitten der 
bezieblichen Kanten, so lege man durch FEfe und durch DEde schnei- 
dende Ebenen, so wird dadurch das gegebene Prisma in zwei kleinere unter 
sieb congruente und ähnlirb gegen die Seitenfläche ÄBab liegende Prismata 
BBBbedj BAFeaf und in 'ein Parallelogramm DBFCdefc getheill. Bestimmt 
man nun die Momente der Schwerpunkte dieser drei Theile in Bezug auf 
die Ebene ABab^ so muss deren Summe gleich sein dem Moment des 
ganzen Prismas. in Bezug auf dieselbe Ebene. 

Wenn man nun für die gegenwärtige Untersuchung h die senkrechte 
Entfernung der gegenüberliegenden Kante Cc von der Seitenfläche ABab 
nennt, so wird die Entfernung der entsprechenden Kante der kleineren 
Prismata von derselben Seitenfläche r=^h sein. Nennt man nun die Ent- 
fernung des Schwerpunkts des ganzen Prismas von dieser ersten Seiten* 
fläche »07, und die jedes der kleinern Prismen =a?', so wird, wenn 
man beachtet, dass der Schwerpunkt eines Parallelepipedums im Durch* 
scbnittspunkt seiner Diagonalen liegt, und wenn man dabei den kubischen 
Inhalt des ganzen Prismas =4a setzt, sich folgende Gleichung zwischen 
den Momenten ergeben: 

tax = ax' + ax' + 2a.jr 

jrfso: x^^h+j^x' 

Indem man nun weiter jedes der kleinern Prismata in zwei neue Prismen 
und in ein Parallelepipedum zerlegt, die Enlfeinung des Schwerpunkts 
jedes der neu construirten Prismen von derselben Fläche durch x*' be- 
zeichnet, und indem man in dieser Zerfalinng und Bezeichnung fortfahrt, 
so erhält man ofienbar diese auf einander folgende Bedingungsgleichungen: 



und demzufolge durch allmäliges Einsetzen: 

x=\h+j\h+'^h + 

oder durch Summation dieser unendlichen geometrischen Progression: 

x^^h. 
Dieses heiast also, dass der Schwerpunkt eiides dreisdtigen Priamas von 



i$A%r Sek« «m dJe» dritten Theil det MbkredMn AtotandM der gegM« 
uberliegeoden Kante Ton ihr abeteht; oder, wenn man die ^eometrisdie 
Anficbauuog dabei zu Hilfe nimiBi , daes er auf der Verbinduai^liAie der 
Schwerpunkte G und g der beiden dreieckigen Endttchen liegt« — Da» 
dieser Schwerpunkt auseerdeai beiläufig (waa für die augeoMfcklicbe Un- 
tersuchung Yon keiner Wesentlichkeit ist) in der Mitte dieaer Linie Hegt, 
folgt unmittelbar aus dem oben ausgesprochenen Satz, dass dur Schwer* 
punkt eines Körpers nothwendig in einer Ebene liegen difisse, welche 
denselben in zwei gleiche und Byrometrische Hälften theilt, wie es hier 
bei jeder durch den genannten Punkt gelegten Ebene der Fall ist. 

^ Gehen wir nun weiter und denken uns (Fig. XXH.) eine dreiseitige 
Pyramide mit der Grundfläche BCD und der Spitze A und legen wir durch 
L, welches die Mitte der einen Kante Ä€ ist, einen Schnitt LBF paralM 
mit der Seitenfläche ABD und einen zweiten Schnitt LKM parallel mit 
der Grundfläche CBD, und denken wir uns endlich durch ff, die Mitte 
von BD, die Linien HK und HE gezogen und die Ebene HBLK vollendet, 
so haben wir dadurch die ursprüngliche Pyramide, deren kubischer Inhalt 
sxSa, deren Grundfläche BCD und das darauf von A aus geßlKe Höhen«» 
perpendikei = h sein mag, in folgende Theile zerfällt: 1) eine Pyramide 
mit der Gruudfläche FCE und der Spitze £, deren Grundfläche der vierte 
Theil von BCD, deren Höhe = ^A und deren kubischer Inhalt = a ist; 
2) eine congruente Pyramide mit der Grundfläche iTIAf und der Spitze A, 
deren Grundfläche wieder der vierte Theil von BCD, deren Höhe = 4Ä 
tmd deren kubischer Inhalt =r a ist; 3) ein dreiseiliges Prisma, dessen 
eine Seitenfläche BFBH gleich der Hälfte der allgemernen Grundfläche BCD, 

dessen gegenüberliegende Kante KL von dieser Grundfläche um ^ absteht, 

und dessen kubischer Inhalt also s= 3a ist; 4) ein dreiseitiges Prisma, 
dessen eine dreiseitige Endfläche HBD der vierte Theil der allgemeinen 

Grundfläche BCD, dessen andre Endfläche KLM von der ersten um ^ 

absteht und dessen kubischer Inhalt also = 3a ist. 

Nennt man nun w die Entfernung des Schwerpunkts der ganzen Py«- 
ramide von der Grundfläche BCD, ferner x* die Entfernung der Schwer- 
punkte disr' beiden kletnera, unter einander congraenten Pyramiden von 
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ihren respeetiven GranMifiiMi u«d «etflt abdami das Mmient ibr faittmi 
Pyraoaide in Besag auf die Ebeae BCD gbieh der Sumne der MMiente 
ihrer eiozekiea Theile in Benig auf dieselbe Ebeae, ae erfailt man Toi* 
feftde fiedingungsgleichang : 

8ax=^ax' + a \x* + -^j +^ö-"ß +^**"4 

oder: x — ^h + ^' 

Denkt loan sich qud weiter jede der jkleioern Pyramiden ebenso zerlegt 
uad in Besug auf deren Theile dasselbe RaisoDaeroent angestellt, und 
ebenso weiter fortgefahren, so erhält man analog: 

U. 8. W. f. 

Durch allniäliges Ineinandersetzen findet man: 

05= JA. 

Dies ist' ja aber das oben gefundene Gesetz. 

Dass bei jeder mehr als dreiseitigen Pyramide dasselbe Gesetz gelten 
muss, dass nämlich der Schwerpunkt um den vierten Theit der Höhe von 
der gemeinsamen Grundfläche entfernt sein muss, ergibt sich wohl ohne 
weitläufige Auseinandersetzimg von selbst, wenn mnn sich zuerst die viel- 
seitige Pyramide in lauter dreiseitige zerlegt denkt und dabei beachtet, 
dass die Schwerpunkte aller einzelnen Theilpyramiden in einer und der- 
selben Ebene, die um den vierten Hieil der Höhe von der gemeinsamen 
Grundfläche entfernt ist, liegen milssen. Und ehenso schliesst man na- 
ttirlich weiter, wenn man die Anzahl der Seiten der Pyramide bis ins 
Unendliche wachsen lässt, wenn man also die Pyramide in den Kegel 
übergehn lässt, dass auch bei diesem der Scliwerp^nkl um den vierten 
Theil der Höhe von der Grundfläche entfernt sein mAsse. 

Aufg. 5. Es soll der Scfiwerpunkt eiaet, parallel mit 
der Grundfläche abgiesiiiinpf^en Pyraanlde beslinini.t w^T'dsn; 

AufL Denkt man sich hier die abgestem|ifte Pyramide zu einer 



▼•HiCindigeD dareh Fortsetsang Ihrer S«iteoMebefi aiMgebildet, so «rgibt 
sich ganz analog, wie bei Au fg. 3. bei der VerTollstlndiguog eines Pa« 
railel-r Trapezes zum Dreieck, dass der Schwerpunkt des Pyramiden^Sturaptes 
auf der Verbindungslinie der Schwerpunkte beider parallelen EndflacheD 
liegen müsse. Um diesen Punkt Yolistdndig zu fixiren, darf man daher 
nur das Verhältniss seines Abstandes (x) von der untern, grössern End- 
flache zu dem Absland iy) von der obern Endfläche kennen. 

Da die hier erforderliche Entwickelupg vollkommen analog mit der am an- 
gezogenen Ort für die Ebene gegebene ist, so möge hier nur das Resultat stehn. 
Es wird, wenn man^fi und g die respective grössere und kleinere Endfläche nennt : 



X 



:y=jff+2Vff.</+3^j:;jy+2Vff.J+3ffj 
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Um nun von diesen Specialitäten sogleich" zu der vollkommen all- 
gemeinsten Bestimmung des Schwerpunkts irgend welchen Systems über- 
zugehn, bemerken wir zunächst, dass all* überall derselbe, schon früher 
angeführte Principial- Satz gilt, dass das Moment des, in seinem 
Schwerpunkt vereint gedachten Gewichts eines ganzen Sy- 
stems in Bezug auf irgend welche Ebene gleich ist der 
Summe der Momente der einzelnen Theile in Bezug auf 
dieselbe Ebene. 

Bei dieser allgemeinsten Bestimniung des Schwerpunkts von Curven, 
Oberflächen und Körpern wird es am einfachsten und deutlicÜsten, wenn 
man die LeibnitziscYie Vorstellung des Unendlich - Kleinen zu Hilfe nimmt« 
Man könnte allerdings Alles vermittelst der Exhaustionsmethode nachwei- 
sen, aber dieser Weg ist wahrlich nicht der kürzeste, und an Deutlich- 
keit bat man auch gewiss keinen Gewinn. 

Wir bezeichnen das Element einer Curve (natürlich im Allgemeinen 
von doppelter Krümmung) durch: 

ds =s ^dx^ + dy^ + dz>\ 
das Element einer Oberfläche durch: 

du^yjdx^.dy^ + da^.dz^ + dy^.dz^ 
und das Element eines Körpers oder Volumens durch: 

dvss d9ß.dy.d%. 
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Die Integrale hiervon, zwischen bestimmten Grenzen genommen, wie es 
die jedesmalige specielle Aufgabe verlangt, sollen durch die entsprechen- 
den grossen Buchstaben 5, (7, F bezeichnet werden. 

Indem man sich nun in jedem der drei Falle das Element, sei es 
des Bogens, oder der Fläche, oder des Körpers, von unendlich kleiner 
Ausdehnung denkt, so werden die Coordinaten seines Schwerpunkts mit 
seinen eigenen Coordinaten zusammenfallen, so dass die Momente der 
Schwerpunkte dieser Elemente in Bezug auf die drei Corrdinaten-Ebenen 
respective werden: 

x.d$, y.dSj s.ds; x.du^ y»du, z.du; x.dv^ y.dv^ x.dv. 
Die Summe dieser Momente der einzelnen Elemente, welche offenbar die 
beziehlichen Integrale (zwischen den gehörigen Grenzen) werden, sind 
dann gleich zu setzen den Coordinaten des Schwerpunkts des ganzen Bo- 
gens, oder der Fläche, oder des Körpers, multiplicirt respective mit S 
oder U oder F. 

Hierdurch erhält man folgende drei Systeme von Formeln für die 
allgemeinste Bestimmung des Schwerpunkts, dessen Coordinaten ^, 17, C 
heissen mögen: 

Schwerpunkt eines Bogens: 






+ dy^ + d%\ 



yjds^ + dy^ + dz\ 



S.ri = Jy. 4 ds^ + dy^ + dz\ 

S.^=: /z.yjdx^ + dy^ + d»\ 

Schwerpunkt einer Oberfläche: 
U-/ / ^l dx^ .dy^ + ds^.dz^ + dy^ .dz\ 

Vl-I fs.^dx^.dy^ + dx^.dz^ + dy'^.dz^ 
^n-l lyA^^^if + ia?*.rf«* + dy'^Az^, 



u 



ü.g= / /« . V<te* . dy»+rfaj* . ds^+dy'' . d«' 



Schwerpunkt eines Kftrpers: 
V= / / / dat.dy^dit. 



■fff- 
-fff- 



3S.ix.dfß,ds^ 



'.J?= / / / y.dx.dy.dx. 



V.^^ / / f z.äx.dy .dis. 



^ffß 
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Wenn auch im vorigen $. die aUgemeine Theorie der ächwerpunkU- 
Bestimmung angegeben ist, so finden sich doch so viele Specialitäten und 
damit verkoupfle Eigentbümlicbkeiten, dass man dieaelbeH ükht ausser 
Acht lassen darL Indem aber aila diese EinzelnheUea oui: Ausftäase aus 
dem allgemeinen Grundprincip sind, so dürfen wir sie nieht anders, ali9 
unter der Form gesonderter Aulgaben bter anffülvrea: 

Aufg. 1. Es soll der Schwerpunkt einer durch Raum- 
Coordinaten gegebenen geraden Linie bestimmt Werden. 

Aufl. Die gerade Line ist, als Linie im Raum, durch folgende beide 
Gleichungen gegeben: 

Sie soll begrenzt sein durch die Coordinaten, welche zu rtr = m und x = m' 
gehören. Demgemäss wird die: Lange die&er begreüzte» Link: 



+ du^ + dx^ 






»1»' 



r 

= / ^l + a^ + ß^.dx 



— «6 — 

Zur Bc«tii»iiuing der CoordinaCeD t^es Sehfvrerpmktft erMll in«» 1 



=/ 



m 



2 



VI + «» + /»» 






m' 



m 



-/ 






m 



mithin: ^= 



m' + w 



2 

m'+m 



a + a' 



Diese Grossen sind aber nach einfacher analytisch -geometrischer An- 
schauung die Coordinalen des Mittelpunkts der geraden Linie, 
itvelcher sich hier natürlich ohne weitere Rechnung, durch einfaches Rai- 
soiiBeaent, all» der Sehweffninkt der geraden Liaie ergehen hatte. 

Aufg. 2. Es soll der Schwerpunkt eines Kreisbogens 
bestimmt werden. 

A^sfL Wenn man dea Hittelpmik^ 4es Kreises teit dem Radius r) 
zum Anfangspunkt der Coordinaten , den Vota Mfttelj^imkt' naefr dief Mitte 
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des Bogena gezogeoeo Radiof zur XAxe anDnoint, so wird die Gieiehnng 
des in Rede stebeDden Kreisbogens :y=^r* — a?'^, wäbrend die «Coor- 
dinate offenbar gleich Null wird, da es sich im Augenblidc nur um eine 
ebene Cur?e bandelt. Nennen wir die Länge des gegenwärtigen Kreis- 
bogens « 5, so wie die zugehörige Chorde = c, so findet man: 



■//MIT- *• 






-4 




'M?)*-"' 



2 



dy. 



Diese Gleichungen geben: 
5 



=//-(v-^r- 



-4 

Ä 2r. arc f «« = . ^ ) » 
5. J=r.c, 

Die vorlelzte Gleichung sprichl also folgende Bestimmung für den 
Schwerpunkt eines durchgängig gleichmässig belasteten Kreisbogens aus: 

Der Schwerpunkt eines Kreisbogens liegt auf demjenigen 
Radius, der nach der Mitte desBogens gezogen wird und zwar 
in solcher Entfernung vom Hittelpunkt des zugehörigen Krei- 
ses, dass sich dieselbe zum zugehörigen Radius verhält, wie 
die Sehn« aur Länge des Rogens. 
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Aufg. 3. Es soll der Schwerpunkt eines Cycloiden-Bo- 
gens bestimmt werden. 

Aufl. Wenn man den Scheitel der Cycloide zum Anfangspunkt der 
Coordinaten wählt, die in diesem Punkt gezogene Tangente zur XAxe 
und die darauf senkrechte Linie, nach jener Seite hin, wo der bewegliche 
Kreis (mit dem Radius r) liegt, zur positiven Seite der FAxe wählt, so 
wird die Gleichung der Cycloide: 



oder: 



/co»=^^\ + V2ry— y» 



dx /2r — y 



dy 

Wenn man die y Coordinaten der Endpunkte des Bogens durch n und 
n* bezeichnet, so wird: 



''fV'^it)'-'' 



n' 



n 

= / jr*arc(cos = ^J + ^^ry-yK^.^-^dy 

n 

= 2r ^2ry.arc l cos^~S.\ + |^2r .(4r + y)yl2r—y 

{zwischen den Grenzen:^"" 
y=n 



9 



^•.=/^..-/«+(sr-* 



II 

IL 



Oft 

VW 






Der Ausdruck für 5 . ^ und somit auch der von | allein wird augen- 
scheinlich sehr unelegant, weshalb er gar nicht für die Grenzen n und n' 
vollständig hingeschrieben ist. Wenn wir dagegen den letzten Ausdruck 
für S ,7] durch den vorhergebenden für S divkiiren, ergibt »ich ^ur Be- 
stimmung der Coordinate rj dieser elegante Werth: 

Wenn man den Cycloiden- Bogen von dem Scheitel an rechnet» so 
bat QEian cUq untere Gren^^ der lotegration, das n s= 8 %\\ «etzen. Man 
erhält alsdann: 

Si].==iin'yl2rn'y 

und wenn man die letzte Gleichung durdb diß erste dividtrt: ]j==|n'. 

Wenn der Bogen symmetrisch zu beiden Seiten des Scheitels genom- 
men wird, so liegt sein Schwerpunkt offenbar auf der FAxe und zwar 
um In' vom Scheitel entfernt. 

Wenn man die Hälfte der ganzen Gycloide nimmt, so hat man in 
obigen Ausdrücken n' = 2r zu setzep, wodurch 'man erhält: 

? = r(7r-|), 

Aufg. 4. Wenn man eine Parabel als eine Curve doppel- 
ter Krümmung^ also als den Durchschnitt eines Kegels mit 
einer Ebene betrachtet, so soll der Schwerpunkt eines Bogens 
derselben gesucht werden. 

Aufl. Man denke sich ctinen geraden Kegel, di|e Axe desselben 
nehme man zur ZAxe, die darauf senkrecht stehende, durch den Scheitel 
des Kegels gelegte Ebene zur a?y Ebene und die Ebene irgend eines , als 
erstes gewähltes Axendreiecks ABC (Fig. XXIII.) zur szEb^üet so dass 



die KAxe hierauf senkrecht steht; aUdann wird bekanntlich die Gleichung 
der Kegeloberfläcbe 

wenn a den halben Winkel an der Spitze des Axendreiecks bedeutet. 
Legt man nun eine schneidende Ebene durch den Kegel, welche senkrecht 
auf der Ebene des Axendreiecks, also auf der jra; Ebene steht, von der 
einen Seitenlinie CB des Axendreiecks, vom Scheitel ab gerechnet, ein 
$tuck CK=0 abschneidet und mit der andern Seitenlinie CA parallel geht, 
so wird deren Gleichung: 

X X 



2e8ina iecosa 

Da nun bekanntlich durch diesen auf die genannte Weise geführten Schnitt 
einer Ebene auf der Oberfläche des geraden Kegels die ÄpoHonische Pa- 
rabel erzeugt wird, so sind die Gleichungen derselben, wenn man sie als 
Gurre doppelter Krümmung betrachtet: 

X % 



2<«tna %ecoia 
Wir hatten nun S. 93 die LSnge eines Curvenbogen« : 

Unsre gegenwärtigen Gleichungen geben aber: 

«=2e.co5a — x.cotga 

d% 
mithin; . 7Z^'^^^9^ 



^ ^e.sina — x 



und folglich: «^iS^y V e.«ti.a--r ^' 

Setzt man hierin für einen Augenblick 

e. sina — an+e.tm a* • 
e'.nna — » 



T 



I 

so 
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wird : 5=2«. «in a* / ^ , ' -- 



oder, wenn maa für v wieder seinen Werth einsetzt: 



r 



lin a V 

. , - i2re.stn cf — aJ)+e.«in «•— 2J(eMn a— jt)* +e.«n a*C«,«in a — jr)l 
+4e.8tn a*.io^ = — " ■ ( 

Verlegt man jetzt das Coordinatensystem in der Weise, dass der Anfangs- 
punkt desselben in K und die neue XAxe nach KL fällt, so wird, wenn 
man die von K nach L hin gezählte jrCoordinate durch x* bezeichnet: 

(« — x').8ina=:x. 

Die y Coordinaten, welche senkrecht auf der Ebene des Axendreiecks stehn, 
werden jetzt offenbar in dem durch LKM senkrecht geführten Schnitt 
selbst liegen, und wir werden die Gleichung der Schnitlcurve in der 
Schnittebene selbst erhalten, wenn wir in den obigen Werth Ton y, wel- 
cher SS 2^ e . sina .^ e .sina — s war, den angegebenen Werth Ton a 
einsetzen, nämlich: 

y=28ina^ex' 
oder wenn man 2e«ma^=; setzt: 

y=:yl2pP. 

Setzt man denselben Werth von x in den vorhin gefundenen Ausdruck 
des Bogens, so wird dieser: 

S^—\\\2^^x'^ + 2fx' -\-r.log l ^^)! 

welches den Bogen gibt von x'a^O, d. h. vom Scheitel der Parabel bis 
zu einem gewissen Punkt mit der Abscisse s*=^s'. 

Will man nun weiter den Schwerpunkt dieses Bogens bestimmen, so 
haben wir nach S. 93: 



S.§= /s.^dx^ + dy^ + dx^ 
S.f)=i / y.yjix^+dy^ + dz^ 
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Setzt man in das erste Integral die betreffenden Werthe ein, so wird 

Ol- 1 /^Joje.sina — x + e.wna' , 

o • §= -: — • / i —r— -^ • »^ 

sma/ ^e.stna — s 

oder wenn man wieder dieselbe Substitution als vorhin macht, nämlich 



, = «», 

e «ma — jp 



xz=ze.stna — 



»»-1 • 



80 Wird : S . ? ä 26' . «in a' / fiZ^^iVz • "^^ 

e» . «tu a ^ \ (— 4+sm a«) ü*.+ (4 + sin a^)\.v 
"^^ 4(ü»— 1)2 ' 

+ ie».«ma»(4 + «iiia»).%(^) 

oder wenn man für v wieder seinen Werth durch s einsetzt: 

^ ^ e.sina-^-s — le.stna^ / — : ; : — 5 / — i—- — z, 

* 2«ma 



19 • 2/4 L • *v I / Vg > <tn g— JP+g ■ «in a^+yje. sin a- ^x \ 

— ie^.8tna^ii+9%na^)Jog\^. — — j — r'==^ | 

\ Ve .«tna — x+e.sin a^— yje.stna-^s / 

und setzt man hier wieder, Behufs der Coordinaten-Verlegung, a?=(c - s') . «in a 
und 2e.«tna*=:p, so wird, wenn man beachtet, dass man auch die XCoor- 
dinate des Schwerpunkts in Bezug auf die neuen Coordinaten- Ebenen 
bestimmen» also |=(6 — ^^)»ina setzen muss: 
5.g>=,-V,J2(4a:Hl>)V4i^M:^-y».toJ 4*'+f+2V4y'l+2pa>- |j 

mitbin, nach Division durch den vorhin gefundenen Werth von S: 



l'=t. 



aVIi^^qP^ + P Mg (4x-+p+2V4.'- + 2p.^| 



P 

Setst man «benso in das iweite zu bestimmende Integral die betreffenden 
Werlb«, »p erhilt mao: 
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2Ve Pf—, T r--T . 

= 71=. / ^e»stna — s + e.sina^ ,dx 

W* / • ^ , . «^* 

= ■ (e.sino — jr + «. «t»a')2 

Sysmo 

Hierin bat man nun wieder wegen der Coordinalen-Verlegung x=^{e—'X^)*8inct 
zu setzen, dabei aber zu beachten, dass das j], d. b. die yCoordinate 
des Schwerpunkts , oder dessen Abstand von der xs Ebene unverändert 
bleibt, wodurch sich ergibt: 

also nach Division durch den Werth von S: 

Setzt man endlich in das dritte Integral die betreffenden Werthe ein, so wird : 

€08 a P . ylesina—x+esina^ . 
"^«T^J* / (2««^«~^)-^^ i-r- 'dx 

oder wenn man wieder für einen Augenblick die obige Hiirsgrösse v einführt ; 



S.^±s:2e^,stna^ .cosa. / ^ — — — . 



dv 



. + i e* «in ö' CO« a ( 4— 5t»«* >% / *^^^ 

oder lÖr v wieder rückwärts seinen Werth durch x eingeheizt: 

I6esina — 2x + esina^\ 
5.^»: — co^a. j — '• V« «J» flp — a; + e nV a ^ V« ^in a — x 
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Weon wir aiber im Allgemeioen ^, tj, ^ die CoordiiiateD irgend einet 
Pankis in Bezug auf das ursprönglicbe Coordioatensystem XCZ (Fig. XXIII«) 
nennen, während ^\ 17', ^' die Coordinaten desselben Punkts in Bezug 
auf das neue Coordinatensystem beissen mögen, dessen Anfangspunkt in 
K liegt, dessen XAxe KL und ZAxe bierauf senkrecbt ist, während in 
beiden Fällen die FAxe senkrecbt auf der Ebene des Axendreiecks steht, 
so werden die gegenseitigen Beziehungen: 

S=(e + ^')cosa — ^'sina. 
Indem man nun gegenwärtig unter ^' die sCoordinate des gesuchten 
Schwerpunkts der vorgegebenen Curve versteht, so stellt sich, ''nachdem 
man sie durchgängig mit S (d. h. Länge des Bogens) multiplicirt hat, 
zu deren Bestimmung folgende Gleichung heraus: 

S,^' .$ma=^S.eco8a+S^' .cos a— 5,^ 

Setzt man nun für S und für 5.^' die früher gefundenen Werthe, so wie 
für 5.^ den kurz vorhin gegebenen ein, so ergibt sich 

was natürlich sich ohne Caicul, durch die simpelste Ueberlegung ergeben 
haben würde, da der Schwerpunkt einer ebenen Curve offenbar nicht 
ausserhalb ihrer Ebene liegen kann. 

Aufg. 5. Es soll der Schwerpunkt einer Fläche be- 
stimmt werden, die von zwei gegebenen ebenen Curven 
und von zwei parallelen Coordinaten, Zi B. yCoordinaten, 
begrenzt wird. 

A u f 1. Da hier zunächst von einer ebenen Fläche die Rede sein so>ll, 
so hat man in den auf S. 93 gegebenen allgemeinen Formeln z ss zu 
setzen, wodurch sie übergehn in: 



-ff' 

U.tjss. j j y.is.dy 
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Denkt man sieh die beiden Conren, zwischen denen die FUcfae liegen 
soll, durch ihre Gleichungen y = f (x) und f^ ^ q> (ß) gegeben, so 
wird man diese Doppel- Integrale, wenn man sie aumächst in Bezug auf 
y integrirt, zwischen den Grenzen y und y* oder f {x) und 9 (je) zu 
nehmen haben, wodurch man erhält: 

)l').dx 







U'^).dx 



weiche man dann noch zwischen zwei gegebenen constanten Grenzen in 
Bezog auf x zu bestimmen hat« 

Aufg. 6. Es soll mit Hilfe der eben angegebenen For- 
meln der Schwerpunkt eines ebenen Dreiecks bestimmt 
werden. 

Aufl. Es sei (Fig. XXIV.) ABC das gegebene Dreieds, so lege man 
sich das Coordinatensystem so, dass die eine Spitze C der Anfangspunkt 
wird, während die gegenöberliegende Seite AB parallel mit der FAxe 
geht, dann werden die beiden die Fläche begrenzenden Curven die beiden 
Geraden CA und CB sein. Nun sei gegeben: 

die Linie Ca durch die Gleichung y = f(x)^=i ax. 
„ „ CB „ „ „ y=3qp(a?)=/9jr; 

die Höhe des Dreiecks sei CD = A. Alsdann werden die in der Torigen 
allgemeinen Aufgabe gegebenen Formeln diese werden: 







ß)s'.ds = \h»{a^ß). 



U.ri^^l (««—/J»)jr».d*=i *«(««—/»»). 
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Hieraus findet man, wenn G der gesuchte Schwerpunkt wäre: 

Der erste Werth gibt zunächst den bekannten Satz, dass der Schwerpunkt 
um den dritten Theil der Höhe von der Seite AB entlernt liegt. Um den 
zweiten Werth geometrisch zu deuten, so hat man offepbar die Proportion : 

CE\CD==EG.DF, 

mithin: DF^^{a-{ß)h. 

Es ist aber aus den gegebenen Gleichungen der beiden Linien 

DA=za.h und DB=ß.h, 
also wird: DF=:^iDA + DB) 

d. h. F ist die Mitte zwischen B und A oder es liegt der Schwerpunkt 
auf derjenigen Linie, die man von C nach der Mitte der gegenüberliegen- 
den Seile zieht. 

Aufg. 7. Es soll derSchw er punkteines Kreisausschnitts 
und der eines Kreisabschnitts gefunden werden. 

Aufl. Wenn man zunächst den Schwerpunkt des Kreisabschnilts 
ABDA (Fig. XXV.) bestimmen will, so kann man diese Fläche betrachten 
als begrenzt durch die beiden Curven DA uad DB und durch die beiden 
Ordinaten AB und UVy wenn der Mittelpunkt des Kreises zum Anfangs- 
punkt der Coordinaten , . der nach der Mitte des Bogens gezogene Radius 
zurXAxe und darauf senkrecht die FAxe angenommen wird. Nennt man 
DUO den Radius des Kreises =: r, so wird (s. Aufg. 5.) die Gieichnng 

der obern Curve DA'.y ^ /(*•) = + ^r^ — s^ 

„ untern „ DB:y':=q){jc)= — ^r^ — s^ 

und folglich: 0=2 /ylr^—s^.dx, 



^•^=2 /Vr»— x'.a?.rfa?, 



Diese Integrale sind offenbar zwischen den Grenzen x^CF und x=CD 

zu nehmen, d. b. wenn wir die Sehne ijB==c nennen von jr=Vr* — ^c* 
his x=sr, wodurch man erhält: 



J7=r» . arc\ cos == l?!!z:i^ J _^c>/r* — ^c* 

•^=fV» also f=A- — . 

Beballen wir nun Ü als Bezeichnung für den Flächeninhalt des Kreis- 
abschnitts bei und nennen f/' den Flächeninbalt und §* die Schwerpunkts- 
coordinate des Dreiecks ÄCB, und endlich ü'* und I respective den Flä- 
cheninhalt und die Schwerpunktscoordinate des Kreisausschnitts iCBPi, 
so hat man zunächst bekanntlich: 

Betrachtet man aber den Kreisausschnitt als die Summe des Dreiecks und 
des Kreisabschnitts, so wird auch das Moment des Schwerpunkts der 
erstem Fläche in Bezug auf die FAxe gleich der Summe der Monaente 
der beiden letztern in Bezug auf dieselbe Axe sein müssen. Hiernach 
findet man: 

ü"=r».arc(».n=^) 
mithin: X=- ^ 



are 



(«» = ^) 



Nun ist aber 2r.arcl sin=^ 7r-]^=arcÄDB. also: X= — ^t^Td» woftf 

\ 2r/ arcADB 

man auch schreiben kann: Xss-r-^—-?«« 

^arcÄDB 

d. b. wenn man mit einem Radius CE=^^CD einen concentrischen Kreis 

beschreibt, wobei der Bogen (r££r==s|arc ADD und die Sehne 6fi^==}iJ}=}c 

. , - . •- CE.GH 

wird, so hat man: X= — >,»«' 

Vergleicht man dieses aber mit dem in Aiifg. 2, S. 96 gefundenen Re- 
sultat, so stellt sich heraus, dass der Schwerpunkt des Kreisausschnitts 
zusammenfällt mit dem Schwerpunkt des Kreisbogens GEBj den man mit 
einem | mal so grossen Radius beschrieben hat. 

Dieses leUte Resultat erhält man auch 9^jMk eine gMtt «Andre Be« 
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trachtung und zwar auf einem Tiel einfachem Wege. — Denkt man sich 
nämlich den Kreisausschnitt ACBDA durch unendlich nahe Kegende Radien 
in unendlich viele, unendlich kleine Dreiecke wie ACA* getheilt, so wird 
der Schwerpunkt jedes dieser kleinen Dreiecke, deren flöhe offenbar =f 
ist, um |r von dem gemeinsamen Scheitel C abstehn. Alle diese Schwer- 
punkte werden daher auf dem Bogen GEH liegen, wenn CB^ir ist, oder 
es werden auf diesem Bogen die Gewichte aller jener Dreiecke und somit 
das Gewicht des ganzen Kreisausschnitts gleichmassig vertheilt sein. Der 
Schwerpunkt dieses Bogens GEH wird daher zugleich dei* Schwerpunkt 
des Kreisausschnitts ACBDA sein, was das vorige Resultat gibt. 

Aufg. 8. Es soll der Schwerpunkt einer von einem Cy- 
cloidenbogen begrenzten Fläche bestimmt werden. 

Aufl. Wir nehmen dieselbe Lage der Coordinatenaxen, wie sie in 
Aufg. 3. S. 97 angegeben wurde und wie sie in Fig. XXVI. angedeutet 
ist; dann wird die Gleichung der Curve: , 

j? = r.arc ( C05 = j +^2ry--y^ 

oder ihre Differentialgleichung: 



dx V 2r — y 
Denken wir uns nun ein solches Stfick d«r begrenzten Fläche, wie Cpm, 
80 wird die eine begrenzende Cucve die Cycloide, die andre die XAxe 
und daher der Flächeninhalt: 



dy 



U=:/y.dx^ I yl^ry-y^. 

Ü.^Ä / y.X.ds 

U .ri^^ j y^ .dx^^i^^lty-y^ . 



dy 



Das erste latfgral gibt den Flächeninhalt der Fläche Cpm: 



= 1 (y — r).V2ry— y» + 4r' . are i cot = ^^ j 
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l / ^2rg^y^.dy 



Es gibt aber audi andrer Seits das Integral / s^rg—y^.dy den Flä- 



cbeninhalt der Fläche Cii), d. h. des halben Kreisabschnitts, der Ton 
dem ursprünglichen Kreise durch eine in der Entfernung y mit der XAxe 
parallel gezogene Linie abgeschnitten wird. 

Die Fläche, welche zwischen dem Cycloidenbogen und der FAie liegt, 
wird natürlich: 

Cmq=x.y — U 

Wenn man die ganze Hälfte der Cycloide betrachtet, also das Integra 
zwischen den Grenzen y=^Q und sr=2r nimmt, so erhält man die Fläche 

CEA^^r^n und 

Das dritte Integral, welches zur Bestimmung der y Coordinate des Schwer- 
punkts der Fläche Cpm dient, wird: 



^•7 = */»V2ry— y». 



dy 



^-H^ry-'9^)i+ir.u 

^^(y + r)(2y — ir)^2ry-y^ + {r^arclcos^^^\. 

Bezeichnen wir für einen Augenblick die zugehörige yCoordinate des 
Schwerpunkts des zwischen Bogen und FAxe liegenden Stücks Ctnq durch 
f]* ^ so haben wir, da das Moment dieses letztern gleich dem Moment 
des Parallelogramms Cpmq weniger dem Moment des Stücks Cpm sein muss: 

= A (4»Hry+3r>) V2ry— y»+ir(2y* -- r^)üre ( co$^ ^ V 

Wenn man die ganze Hälfte der Cycloide^ wobei fQr U^ CEÄ yorhin der 
Werth »^r'Ti: und für xg — üssCÄD derWerth |;r% gefunden wurde, 
berücksichtigt, so wird die yCoordinate 

des Schwerpunkts von CEÄ = ^r 

„ CAD x= ^f. - 



>» i> 
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Das zweite Integral endlich» welches die xCoordinate des Schwerpunkts 
der Fläche Cpm gibt, war: 



P.f= I x.y.dy— I x^^ry—y^.iy. 



Zur Bestimmung dieses Integrals wird das einfachste Mittel die Einfüh- 
rung des sich von selbst darbietenden Winkels seio, dessen Cosinus 

== ^ ist. Setzt man nämlich cos w =5 ^ t so wird : 

r ^ r 

jf=f — r.co8g> 

x=rq) + r.sing) 

und das zu untersuchende Integral: 






+ «in q>) . sin ip^ • dg). 




Ohne wesentliche Schwierigkeit findet man: 

ü.§=::^r^ + \r^g>.W—sin2g> 

— ^€^^ •! 18 cos 5p + 3 CO* 251^—2 cos 3 9p| 
oder wenn man für q> wieder rückwärts seinen Werlh durch y einsetzt: 

U.S^irKarc(cos=^'^j\arc(cos^'^^^ 

Bezeichnen wir in Uebereinstimmung mit dem Vorhergehenden dieo^Coor- 
dinate des Schwerpunkts des zwischen dem Curvenbogen und der FAxe 
gelegenen Stüdies Cmq durch ^\ so wird dessen Moment gleich dem 
Unierschiede der Momente des Parallelogramms Cpmq und des Stuckes 
Cpm^ also: 

^^^r.arcfcos-^^j • jr(y-ir)örc/cos=^ J+(y+f) yjiry-y^i 

Wenn man die ganze Hälfte der Cycloide beachtet, wobei nach dem Frü- 
hern Ü^CEÄ den Werth j^r^n und xy^ü=iCAD den Werth |r*7r 
erhalten, so wird die a;Coordinate: 



— HOB - 

>'''' . 8r 

g^bwerjiuakl einer von dem Cis- 
••^^ fliehe bestimmt werden. 

jfs piocles enLsteht bekanntticb dadurch, dass 
IgiB einen Endpunkt A des Durchmessers AB 
1, so wie AK bis zur Tangenle BT ziebl und 

abschneidet; dann ist G ein Punkt der Curve. 
nd die in J darauf senkrecbte Linie zur FAxe, 

AB = 2r, AD=Gn=BL='ir—x, FD^ = 

DF=AL:Gl 

a!):V»(2r— *) = *:,, 
lg der CiHsoide ergibt: 

'2r — aT 



._ (3r — a ;W^_ 

(2r — a;)Var— a;' 
1 und dessen SchwerpunVls-Coor^inaten sol- 
wickelt werden, da ihre Deductiqo an und fita 
>ndern nur einige nicht sehr comj^endifi«« 
ultate sind fol^nde: 



' >+4rV3 i- 






III 






r(4r — a?) y-rs =- 16 r» / . /lr\ 

Wenn man nun aber die von dem Cissoiden-Bogen begrenzte Fläche ALQ 
und deren Schwerpunkt bestimmen will und wenn man wieder des letz- 
tern Coordinaten durch ^ und r^ bezeichnet, so erhält man folgende Glew 
cbungen : 





Die einfachen Integrationen, wikbe durchaus, keine Schwierigkeiten dar- 
bieten, ergeben: • 
3r + x 



1/ = — 



yl2rx-x^+ tr^arc( cos« ^) 



ü . S «= — (f r*+ |rar + 1 jf*) V2ra?— a?* +|r*.arc| cos=^^ — ^ j 

17.17 =4r»Joiy/ ^—^ ) —2r^x—{rx^—{x\ 

Wenn man x = r setst^ und den für U erhaltenen Wertb doppelt nimmt, 
so erhält Pam dU Fläche ÄMN^r^(i7i—i) und deren Schwerpunkt, 
der natüf liidb auf itm Durchmesser AB liegt , ist ron i um das Stücl 

Setzt man aber ar=r 2r und nimmt den Wertb von u ebenfalls dop> 
pelt, SQ wird die ganze. Fläche, welche zwischen der Cissoide und Asymptote 
liegt =i3r^7t und deren Schwerpunkt, der natürlich wieder auf AB liegt, 
ist TOB A um das Stück j^r enlferBt« 

4^^S* 10* ^^ s^Il der Schwerpunkt eines Körpers oder 
tittLerOboriUche gefunden werde«, weldie durch (Imdrehvng 
eitier oder mehrer Cuirrenum eine Axe cntstandan siaad. 
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Aufl. Obgleich man natürlich die geforderte Bestimmung aus den 
S. 93 f. gegebenen allgemeinen Formeln erhallen kann, so lässt sich die 
Sache doch noch einfacher machen. Man denke sich (Fig. XXVIII.) zwei 
Curven y=/(x)(CI>) und y' = 9P(jr)((7'I>0 und ziehe für dieselben zwei 
parallele Ordinalen CA und DA, drehe darauf das ganze System um die 
XAxe, so erzeugt die Fläche CDC'D' offenbar einen Rotations - Körper und 
der Bogen CD eine Rotations -Oberfläche, deren respective Inhalt und 
Flächeninhalt bekanntlich sind: 






In beiden Fällen wird der Schwerpunkt naturlich auf der Rotationsaxe, 
hier also auf der XAxe liegen; seine beziehliche £i; Coordinate ergibt sich 
aus den beiden Gleichungen: 






Alle diese Integrale sind zwischen den Grenzen « = 0^1 bis x—QB zu 
nehmen. 

Aufg. II. Es soll der Schwerpunkt eines geraden Ke- 
gels und seines Mantels bestimmt werden. 

Aufl. Wenn wir die Figur der vorigen Aufgabe beibehalten und die 
Gurve CD' in die XAxe übergehn lassen, die Cnnre CD aber als eine 
durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehende gerade Linie OD ansehn, 
so wird durch Umdrehung des rechtwinkligen Dreiecks ODB um die XAxe 
der gerade Kegel entstehn. 

Wenn man den Winkel DOB, den die gerade Linie OD mit der 
XAxe macht, =a setzt, so wird die früher genannte Gleichung 9==f{s) 
jetzt die Gleichung der Geraden OD, also y = xJanga. Die frühere 
Gleichung y'=9(^) wird jetzt die Gleichung der XAxe, also f'=0. 
Netnt man nun noch OB=^a, so sind sämmtliche Integrale zwisdicD s=9 
und 4r=a zu nehmen* 
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Das Volumen des hier entstandenen Rotations - Körpers, d.h. des ge- 
raden Kegels, wird: 

~ a 





das Moment seines Schwerpunkts wird: 

V.£=sn /y^.x.dx 



dx 



^=:7vtga^ . 1 x^ , 



dx 



n 



Daraus ergibt sich ^, die Coordinate des Schwerpunkts des geraden 
Kegels =|a, d.h. der bekannte Satz, dass der Schwerpunkt des 
geraden Kegels auf seinerAxe um den vierten Theil dersel- 
ben von der Grundfläche entfernt liegt. 

Die krumme Oberfläche dieses Rotations -Körpers, d.h. der Mantel 
des geraden Kegels, wird: 



ü=2.j;:y/\+(%)\äs 



27t, sin a /^° 
cos a^ J 



a 

dx 



Tta^sina 
cosa^ 



das Moment seines Schwerpunkts wird: 



U.^^2n./Zy.-^ 1 + (%f'ds 



27t . sin a f^^ 

COS or J 



dx 





_^ 27t(}? .sina 

^ dCOSCi^ * 

II. 8 
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Hieraus ergibt sich ^, die Coordinate des Schwerpunkts des Man- 
tels' eines geraden Kegels = -|- a, d.h. der Salz, dass derSchwerpunkt 
des Mantels eines geraden Kegels auf seiner Axe um den 
dritten Theil derselben von d er Grundfläche entfernt liegt. 

Au fg. 12. Es soll derSchwerpunkt einesKugel-Abschnitts 
und einer Kugel-Calotte bestimmt werden. 

Aufl. Wenn man sich (Fig. XXV.) die Fläche AFD um die XAxe 
gedreht denkt, so erzeugt diese einen Kugel-Abschnitt und der Bogen AD 
eine Kugel - Calotte. 

Wenn man den Radius des Kreises » r nennt, so wird die in Aufg. 

10 angeführte Gleichung y:=f{x) hier t/= +,y]r^ — a:'^, während die 
Gleichuog der zweiten Gurre, die dort y''==-q>{x)^ hier als Gleichung der 
XAxe y=:0 wird. Nennt man CF=a, so sind alle Integrale zwischen 
den Grenzen x=^a bis a?= r zu nehmen. 

Das Volumen des hier entstandenen Rotationskörpers, also des Ku- 
gel- Abschnitts, wird: 



'"ß 



da: 



'r 



= n ■/{i*—x^).dx 



= f (r-a)«(2r + a); 



das Moment seines Schwerpunkts wird: 

Y .^ = 7t J xy^.dx 



"ß 



x^)dx 



= -^iX — Q> ) • 

Hieraus findet man durch Division den Abstand des Schwerpunkts 

des Kugel - Abschnitts vom Mittelpunkt der Kugel =A3^!jL?L, 

2r + a 

Setzt man a «t , so erhält man den kubisdicn Inhalt der Halbkugel 



V. ; ) ♦ 
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=: -2- r' TT und die Entfernung ihres Schwerpunkts vom Mittelpunkt 



— 8 ' • 



r«— X' 



Die krumme Oberfläche des hier entstandenen Rotationskörpers, also 
die Calotte, wird, da y=+v^* — ^'^ und ;p- = — . ^ ' ^i ist: 

a 
= 271T. /rf» 



a 



=:27rr(r — a); 
das Moment ihres Schwerpunkts wird: 



p.i=2^.yS^.y i+l^.rf* 



a 

2nr. ix.dx 



ß 



Hieraus findet man wieder durch einfache Division die Entfernung 
des Schwerpunkts der Kugel -Calotte vom Mittelpunkt der Kugel a ^ 
(r+a)s=a + ^(r — a), d.h. der Schwerpunkt liegt in der Mitte von F2>. 

Wenn man a;=0 setxt, erhält man die Oberfläche der Halbkugel 
=:2f^n und die Entfernung ihres Schwerpunkts vom Mittelpunkt «»^r. 

Auf^. 13, Es soll der Schwerpunkt eines Körpers, so 
wie auch der seiner Oberfläche bestimmt werden, wenn der- 
selbe durch Umdrehung eines Cycloidenbogens um eineAxe 
entstanden ist. 

Aufl. Man vergleiche S. 97 und S. 107. i . 

Denken wir uns erstens (Fig. XXVI.) das Stuck Cmp um die ZAxe 
gedreht, so wird das Volumen des dadurch entstandenen Körpers: 

X 

t 

.dx 



-ß 





.dy 



8* 
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Um dieses Integral zu erhalten, benutzt man am zweckmässigsten die 
schon früher angezogene Polargleichung der Cydoide, welche war: 

y==r(l — cosq>), jr=r(9? + «ing)). 
Hierdurch erhält man: 

y^x.dx^r^ /(l — cos(p)8in(p*(q>+sinq>).dg) 



=r* / (1 — cos y) «it^p* .y. i(p +r* l (\—cosf)9in(p^ .dip. 



Es ist aber das erstere Integral nach der theilweisen Integration: 
/(l — cosq))sing)^ *g>.dg)=^ q>. /(l — cosfi)$inq>^.dq) — 



/!/<- 



COS q>) sin q)^ .dq>\ ,dq> 



und wenn man Alles durch die Cosinusse der Viellachen von g) ausdrückt, 
nach einfacher Integration : 



(1 — cosq>) sinq)^ •dg>^= ^ q> — ^sinq> — {stn2q> + -^sin3g> 



ß 

und / I (1 — tosq>) sin^.dm • dq> = \q)^+{cos(p+^cos2q>-^'^co8 Sy, 

mithin, wenn man beide Werlhe in die vorige Gleichung einsetzt und da- 
bei die Grenzen des Integrals beachtet: 

/(l — cos qOsinq)^ . q> .d(pss\q)^+q). | — {sin g) — {$in 2^+^sin Bg> | 



^{cosg) — icos2q>+-^cos9q> + 1^^ 
Das zweite zu bestimmende Integral wird aber, wenn man Alles 
durch die Sinusse der Vielfachen von q> ausdrückt: 

(1 — CO« sin (p) g>^.dg>=: —^cos gp + {cos 2g> + ^ cos 3y — ^^j cos 4^ +f|| 
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Wenn man diese beiden Resultate addirt und mit r^.n multiplicirt» 
so erhält man: 

+ 7r r ♦ . I m '-co8q>+icos3g>—"^ cos 4qp | 

Will man dieses durch die gewöhnlichen rechtwinkligen Coordinaten 

ausdrücken, so muss man rückwärts co8a>:sz ^-setzen, wodurch man 

^ r 

erhält : 

r.^=s7tr^are l cos= ^^ ) * 1 1 ^''^ ( <^^^-^ ) +K»+^) (2y-3r) V2ry.-y* | 

+ |^y(18r3 +3r2y + 20ry2-9y»). 

Denkt man sich die zur ganzen Hälfte der Cycloide gehörige Fläche 
CÄB um CE gedreht > so wird: 

F.^=ri7rar*+^7rr4, 
mithin die XCoordinate des Schwerpunkts dieses Körpers: 

Die krumme Oberfläche desselben durch die Umdrehung des Stücks 
Cmp um die XAxe entstandenen Körpers wird: 





=^27t I yl2ry .dy 



= i7ryV2ry. 



p.i=aj/;Yi+(gf.^ 



^27tlx 



y 
^ry.dy 
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/' y 
y V2r— y. dy 





3'* 



oder wenn man Tür jr den Werth aus der Gleichung der Cycloidc einsetzl: 
U.^^inryyßry. arc ycos = — ^ j 

Nimmt man die ganze Hälfte des Cycloidenbogens , also CA, als sich 
drekend um die XAxe an, so wird die dadurch entstandene Oberfläche : 

mithin die XCoordinate des Schwerpunkts dieser Oberfläche: 

^CE-^.GD 

Denken wir uns zweitens das Stück Cmq um die FAxe gedreht, 
so wird das Volumen des dadurch entstandenen Rotationskörpers: 



=fc7r /a?' 



2,rfy 



^Ttx^y — 271 fyx.ds 



Um das letzte Integral zu erhalten, wendet man am einfachsten die vor- 
hin gebrauchten Werthe der Coordinaten vermittelst des Winkels q> an, 
wodurch man erhält: 

I yxds^r^ / ((p + sing)) sin y^.dq> 

ssr* i q>.8inq)^ .dq> + r^ i sing)^ .dq> 

SS r* qi / sin q>^ . d<p — r« l\J sinqt^.dtpY^^^"^ *"* I simp^dfp 
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= H.||5P* — \q>stn2q> + i — cosg> — \eo8q)^ + ^C08q>^\. 

Wenn man dieses doppelt nimmt und von x^y, d. h. von 

jT^y = qp* (1 — cos g>) + g> (2«m g> — sin 2^)) + 1 — cosg) — cos qp' + cos qp-^ 

abzieht , fär q> wieder rückwärts arc i cos = j einsetzt, darauf mit ti 

multiplicirt und das Ganze zwischen den Grenzen o und g nimmt, so 
erhält man: 

* 

V=n r.arcl cos = — ? 1 • lr(y—^ r) arc l cos = — - j +(y+r)^2ry — y^\ 

— ^yiiy^ — iry + 'r^) 

Um den Schwerpunkt dieses Rotationskörpers zu bestimmen, der natürlich 
auf der FAxe liegt, hat man: 



.tj^n/ so^y 



V 

y^—7t/y^x. 



=:^7tx^y^ — 7t iy^x.dx 
Das Integral / y^x.dx ist bereits auf S. 117 gefunden; indem man hier- 



7'" 



für und auch in dem endlichen Gliede für x und y die Wertbe einsetzt, 
erhält man: 

F.iy==y.Ärcrco«==^^j-|r(y*--4^;r»)arc co»=^^| 

j 

Nimmt man die ganze Hälfte der Cycloide, so wird: 

mithin die ^Coordinate des Schwerpunkts dieses Körpers: 

' 6(97r*— 16) • 



— 120 — 

Wenn man endlich die krumme Oberfläche des durch die Umdrehung des 
Stücks Cmq um die FAxc entstandenen Körpers bestimmt, so wird 

v^2.ß /T7(f)'". i, 



t/ Vy 



vermittelst der theil weisen Integration: 

«=47rV27ja:^^+|(2r~y)fj_l^yrr^ 
oder: ' 

Zur Bestimmung des Schwerpunkts, der naturJich auf der FAxe liegt, 
hat man: 



t=2^ V2r / xyjf. dy 



V 

Termittelsl der theilweisen Integration: 



/ 



oder : 



Nimmt man die ganze Hälfte der Cydoide, so wrd: 

ü=8r»flr.J7r— fj 



— m — 

mithin die yCoordinate des Schwerpunkts dieser Rotations *OberflAche: 






i 

Aufg. 14. Es soll der Schwerpunkt des durch Umdre- 
hung eines Cissoiden-Bogens entstandenen Körpers und 
dessen Oberfläche bestimmt werden. 

Aufl. Wir haben S. 110 als Gleichung der Cissoide in Bezug auf 
die dort allegirte Figur XXVII. folgende gefunden: 

War 

y= — ^^ 



woraus sich ergab: 



V2r — a? 



ds " (2r—s) V2r— Jr 



Denken wir uns nun erstens den Cunrenbogen um die XAxe, also 
um AB gedreht, so wird der kubische Inhalt des dadurch entstandenen 
Revolutions - Körpers : 

ds 







dx 



Zur Bestimmung der a;Coordinate seines Schwerpunkts hat manr 

V.^^s^n i x.y^.dx 



/ ^* J 

^sn f s . dx 

^y 2r — X 



Wenn man x^r setzt, so erhält man den Körper, der duf^^ ^e Ui^^ 
drehung der Fläche AMN um die XAxe jenisteht, nämlicb; 



I2!fn — - 

F«*8m'«V«92— ^m-» t= (0,2118451 ). JT. r« 

F. 1= 16;rr* % 2 — ^ TW* ^='(0,1736902) . TT . f « 
mithin die x Coordinalo des Schwerpünlits' dieses Körpers : 

2r(/o,2-^iM) ^(0319892;. r. 

Die krumme Oberfläche des durch' die Utndrebung 'des Cissoidenbogens 
um die XAxe entstandeDea Körpers wird: 





s JSrx — 3a?' 

"""70 72-" 

(2r — x)^ 



dx 



{% - ^ 



27rr(4r — dr) i^ -^ ^inr^ 7 . /3ir\ 

2r— a? V3 \ V 8r/ 

Zur Bestimmung der (^Coordinate' ihres Schwerpunkts hat man: 






ix 



=^^y (r2-x)* •^•' 



wenn man hierin für einen Augenblick ^Srx-^3x^ ^ jt . ä setzt , so ge- 
langt man nach einer nicht gar zu kurzweiligen Nebeni%chnung zu fol- 
gendem Resultat; 

„ ^ , JSra?— 3a:« . (64r* — 14ra? — 3x^) 
ü.^^inr ar-a: 

^1 2(2r— a?) J 3^3 \ V 8r/ 

Setzt man hierin x=r, so erhält man die krumme Oberfläche des durch 
Umdrehung der Fläche AMN um die XAie entstahdeneii Körpers: 

woraus sich dann aadi ^ifindcm l&MU •' ' 
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Denken wir uns zweitens den Gissoidenbogen um die Asymptote . 
TBT* gedreht, so müssen wir uns den Anfangspunkt| der Coordinaten nach 
B verlegt denken, was wir dadurch erreichen, dass ,wir 2r — x in die 
Stelle Yon s setzen. Bei dieser Annahme wird die Gleichung der Cissoide : 

(2r — x) J^^^x 

»= — li—^ 

^ _ _ (r + s)^2 r—a! 
dx . x^x 

Dreht man nun die Fläche BAMGH um BH, so wird das Volumen , dieses 
Rotationskörpers : 





= — TT /(a?4-r) ^^rx^x^ . dx 



Hr 



Für die Bestimmung des Schwerpunkts dieses Körpers, der naturlich auf 
der Asymptote, als Drehungsaxe, liegt, hat man: ., 



= — TT /(r + X) (2r — ^)* . ix 



»r 

^'•"^tfSS" M?P VWJl«ö F?" Ä?=r, also dpn Körper, „ijer j|iurch,,üin- 
dreh^ dei; Fläc]^e,JBi^P e^lÄteht, so findet ipan;,. 

F=7w»(4+47i) 

F.i/ = |7rr* 



'"'^^"v '?='rfe'*=("''^^«»>'' 



j j >. 
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Wenn man den ganzen von dem einen unendlichen Ast der Curve er- 
zeugten Raum sucht, wobei man jr=0 zu setzen hat, so wird: 

4 

also : r = — . r 

Bestimmen wir ebenso die krumme Oberfläche dieses Körpers, also die 
durch die Umdrehung des Curvenbogens AMG um die Asymptote TB er- 
zeugte Fläche, so wird: 






»ro 



%J Sx 



Für die Bestimmung des Schwerpunkts dieser Fläche hat man: 






V'O 



= 2^ /(2>— «') V(2'' + 8^) (2r- s) ^ ^^ 

Jr 

= Trr 1 f (14r — 3«) V(2r+3jr)(2r— a?) 

16 , I /6r— 8*\ „ ,, / V2r+3g+V2r-a? \t 

-373' "'T""* =V 2FT8^)"^ '''nV2r+3.-V2r-^)l 



In Röcksicht auf die letzten Aufgaben, die sich auf die Umdrehungs- 
Körper und Umdrehungs-Oberflächen beziehn, dürften hier folgende beide 
Bemerkungen an ihrer Stelle sein. 

Erste Bemerk. Wenn man den Schwerpunkt eines durch Um- 
drehung einer Ebene um eine feste Axe (als welche hier z. B. die XAxe 
angenommen werden mag) entstandenen Körpers bestimmen will, so denkt 
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man sich denselben durch Ebenen, die parallel mit der yi:; Ebene gebn und 
in unendlich kleiner Entfernung von einander liegen, in unendlich dünne 
cylindrische oder konische Schichten zerlegt. Wenn die erzeugende ge- 
drehte Ebene durch die XAxe und durch eine Curve yz=if{x) begrenzt 
ist 9 so entsteht bei der Umdrehung ein abgestumpfter Kegel, dessen eine 
Endflache ein Kreis mit dem Radius, jf, die andre Endfläche ein Kreis 

mit dem Radius y + dy, dejisen Seitenlinie d$=^^dx^ + dy^, und dessen 
Höhe =dx ist. Der kubische Inhalt dieses unendlich kleinen Kegel- 
stumpfs wird 

= y.J3y»+3y.(ly+dy^j.rfa? 

oder wenn man das unendlich Kleine der höhern Ordnung neben dem 
der ersten Ordnung wegwirft: 

d. h. gleich dem kubischen Inhalt eines Cylinders, dessen Basis ein Kreis 
mit dem Radius y und dessen Höhe =(fx ist. 

Die Entfernung des Schwerpunkts dieses unendlich kleinen Körpers, 
der natürlich auf der YAxe selbst liegt, von der y» Ebene ist x + ^dx, 
mitbin sein Momeoit in Bezug auf die yi Ebene 

== ny'^,dx.(x + ^ da;) 
oder indem man wieder nur das unendlich Kleine der ersten Ordnung in 
der Rechnung behält: 

= 7txy^,dx 
so wie wir es schon früher auf S. 112 gehabt haben. 

Vollkommen dasselbe Raisonnement in Bezug auf die Zerlegung eines 
Körpers in konische oder cylindrische Elemente, welches hier bei Rota- 
tionskörpern angestellt wurde, lässt sich auf alle solche Körper anwenden 
welche symmetrisch in Bezug auf eine Axe sind , wie dieses z. B. beim 
Ellips<Hd der Fall ist 

Hat man nämlich ein Ellipsoid mit den drei Halbaxen a, 6, c, so 
dass seine Gleichung 

a« + 6» ^ *» ^ 
ist, 80. wird jeder in der Entfernung s mit der yxEttene parallel gei&hrte 
Schnitt eine Ellipse get>«n, deren Gleiehiing 
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und d€»ren beide Halbaxen: 

— Ja^ — oc^ und — Ja^ — jt' 
a ^ a ^ 

sind. Der Flächeninhalt dieser Ellipse wird: 

also der kubische Inhalt einer unendlich dQnnen Schicht: 

be 



= TT.-j (a* — jr*) . .r . rfa; 



und deren Moment in BeEug aur die y« Ebene: 

bc 
a 

Indem man diese beiden Ausdrücke zwischen den Grenzen x^sz% bis x^m 
integrirt, darauf den ersten in den zweiten diyidirt, so eriiält Aiad die 
XCoordinate des Schwerpunkts des zwischen den Wertben arabn tinda;=^ 
liegenden EUipsoiden- Stumpfs: 






Setzt man hierin m=a und n = o, so erhält man die Eqiferouiig des 
Schwerpunkts des halben EUipsoids von der j^« Ebene: 

= |a. 

Aehnliche Resultate wurden sich beim ein- nnd zweißchi^igen Hyper- 
boloid, so wie auch beim elliptischen Paraboloid ergeben. 

Zweite Bemerk. Wenn »an die Formeln für das Volumen und 
die krumme Oberfläche ^ines durch Umdrehung einer ebenen Fläche oder 
Curve um eine feste Axe entstandenen Körpers mit der Entfernung des 
Schwerpunkts dieser Fläche oder Curve von derselben Axe ver^eicht, so 
erhält man merkwürdige Beziehungen/ die unter dem Namen iet^Buldin- 
sehen Regel bekannt sind. 

Wenn man (Fig. XXVIII.) die von zwei ebenen Curven y^f{x) 
und y' = gp (^) begrenzte Fläche CC DD* = CT um die X Axe dreht , so 
idnt9teht ein Körper, d&sen knlAs%her Inhalt, wie' gewöhnlich,' sY'beissen 
mag. Man hat aber in diesem' Fall, n^ch S.'li2: 
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=/p/(y2-y: 



').ds 



und n.^DDt .man ri die ^Coordinate des Schwerpunkts der erzeugenden 
Fläche, so ist nach S. 104: 



ü^ri^il(y''—y'^).dx 



mithin durc|i Elimination des gemeinsamen Integrals: 

V-27tr].ü. 
Diese Relatioa gilt für den gaazen Revolutiooskörper; man erhält 
aber Analoges auch für einen Theil. desselben. Wenn man. namlicb zwei 
Ebenen legt, die sich längs der XAxe schneiden und unter einem Winkel 
= 9) gegen einander geneigt sind, so wird dadurch ein Stück, welches 
W heissen mag, herausgeschnitten, dessen Volumen sich zu dem des 
ganzen Körpers verhält, wie der Winkel cp zu vier Rechten, so dass man hat: 

mithin, wenn man für V den vorher gefundenen Werth einsetzt: 

Während die erzeugende Fläche sich so weit dreht, dass der Körper 
W gebildet wird , beschreibt, der ^Schwerpunkt mit dem Radius ij einen 
Kreisbogen, der zu dem Winkel cp gehört und dessen Länge also =9'. 17 
ist. Daher spricht die gefundene Gleichung folgenden Satz aus: 

Ein Theil eines Revojutionskörpers, der durch dieUm- 
drehung einer ebenen Fläche um eine in. derselb^nübeoe 
liegende Gerade entsteht, ist gleich der erzeugenden 
Fläche mu^ltipljcirt in den Weg, den deren Schwerpunkt 
bei dieser Drehung zurückgelegt hat. 

Denkt man sich den Flächeninhalt . der ursprünglichen Fläche =0» 
d. h. fallen die beiden Curven y^f{x) und y*^,(pix) in eine einzige 
zusammen, oder reduciren sie sich auf einen Curven bogen, so dass 
also U in S übergeht, so wird der Körper V in (^in(\ krumme Oberfläche 
U übergehn. Nennen wir niin das dem' Wipkel q) entsprechende Stück 
dieser Oberfläche =0 und die yCoordinate des Schv^erpunkts der erzeu- 
genden Curve wieder =7^, so ergibt sich ganz analog: 

0=:q>.r],S, 
welche Gleichung folgenden Satz ausspricht: 
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Ein Theil einer Revolutionsoberflache, welche durch 
die Umdrehung einer ebenen Curve um eine in derselben 
Ebene liegende Gerade entsteht, ist gleich der erzeugen- 
den Curve multiplicirt in den Weg, den ihr Schwerpunkt 
bei dieser Drehung zurückgelegt hat. 

Diese Regel wird nach dem Jesuiten Paulus Guldinus aus St. Gallen 
benannt, weil sie zuerst durch dessen Werk: De centro gravitatis. Ytennae 
1640, lih. I(, caf. VIII, yrop. II den Mathematikern bekannt wurde, ob- 
wohl sie sich schon in des Pappus gesammelten Schriften am Ende der 
Vorrede des siebenten Buchs findet. 



Äufg. 15. Es soll der Schwerpunkt eines rechtwink- 
ligen sphärischen Dreiecks gefunden werden. 

Aufl. Wenn r der Radius der Kugel ist, so wird die Gleichung 
der Kugeloberfläche 

**+»^+«* = r^ 
woraus man sogleich erhält: 

dz _ — JC 

dX ^|.2 a;2 yl 



fe_. — y 



9' 



dy ^r^ — a;2 — 



.dx.dy 



Vr2 — j;* — 1 
Hiernach werden die auf S. 93 angegebenen Formeln in folgende ubergehn : 






»* 



ix.dtf 



'fr- 
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wd dkM AasMdbe weideB den Schwerpunkt eiMS BpkäriMhen Dreiecks 
beaciimcn, wenn man die Grensen der Integratieaen deragemiee amiinunU 
Wir denken uns nun (Fig. XXIX.) ein bei C rechlwinkliges spU- 
rieches Dreieck, in welchem die drei spbftrischai Winkel durch Ä^ B^ C 
und die gegenüberliegenden Seiten durch die entsprechenden kleinen Buch- 
staben ay bj c bezeichnet werden sollen. Der Anfangspunkt der recht- 
winkligen Coordinaten soll im Mittelpunkt der Kugel, in liegen, der 
eine Schenkel CB des rechten Winkels des in Rede stehenden Dreiecks 
in der d?« Ebene und der zweite Schenkel desselben Winkels in der xy Ebene* 
Wenn man sich bei dieser Annahme für CB.und CA bestimmte Zahlen- 
grossen a und b denkt, so wird die dritte das Dreieck begrenzende Seite 
ÄBj da sie ein Bogen eines grössten Kugelkreises ist, als der Durchschnitt 
einer durch den Mittelpunkt der Kugel gelegten Ebene mit der Kugelober- 
fläche angesehn werden. Die Gleichung dieser durch den Aniangspunkt 
der Geordinaten gehenden Ebene hat naiärlich die Form; 

»xstnx + ng. 
Cm die beidan Coefficiraten m und n zu bestinimen, hat man, weil diese 
Ebene durch den Punkt B gehn muss , die Bedingung : 

r8tna^=mreosa 
und weil sie durch dep Punkt Ä gehn muss, die Bedmgung: 

ossimrco8b + nrsin b. 
Indem man hieraus m und n berechnet, erhält man als Gleichung der 
schneidenden Ebene: 

z^=jf.t^inga — y.tang a . cotg 6, 
welche mit der Gleichung der Kugeloberfläche 

zusammengestellt, die Gleichung der Schnittcurve AB gibt« 

Indem man aus diesen beiden Gleichungen z eliminirt, erhält man 
für iS', d. h. für die Projection der Schnittcurve auf die xy Ebene die 
Gleichung : 

r^ =3 j;« +y* + 1 x.tang a —y. tanga.tang b \ , 

woraus sich ergibt: 

x=y.8ina^.cotgb±cosü.^r^^y^—y^ .sina^.cotgb*. 
Für die hier angezogene Figur , wo das sphärische Dreieck kleiner 
IK » 



ak ein QuHdrat ist, omw Ar foaO, jajRn^-rdtttf uMrdnl, ^m/tnA Mr 
gegtiiivirtige UotermiclMMig in der IniitMü Gteiebung nur das oboni Sei* 
ebta ia Anwendung kommen derf. 

lütegrirt man nim die obigen Doppel -integrale aunäcbal ib Bemig 
auf die Variable s^ ao findet man: 



J7 = r. / arcl «n = -7=== l.rfy 
ü.$= — r. /vr*— aj2— j^i.eJ, 



% 



Die hier geschriebenen Fimetioaen unter 4en IntegifabeHiben aiadt d>^ 
noch zwischen den gehörigen Grenzen zu nehmtfi, d. h. zwischen allen 
Wertben von jt, die zu der Pvojeclionseunre AM' «nA tmftwMben aUni 
Werthen, die za dem begremenden Sogen AC gebteeQ, o4ev nM and«fci 
Worten zwischen den Grenzen 

und Jp=i^r^ — y2. 

I^etzt man aber hierin, um die Rechnung etwas concinner zu machen: 

y.sin.a.cotgb 

oder da im sphärischen rechtwinkligen Dreieck, bei der oben angegebenen 
Bezeichnung, $ina.cotgh=:cotgB ist: 



wnrauB aidi et»« 



S . eotg B 

V^* — y * 



r* — «* — y * «n a* co^o 6 * 
cv«u^ ^ — ■ ^ ^ — 



3f = 



^1— 'coaw^.iinÄ* 



und V^' — y* = 



Itl 



Vi — c4$u^ . 



3) 



ergibt) so sind die beiden Grens^^ibe ran jr, zwischen welchen die 
Ortalen nnUit im ebigcii lotegralaeicfaen eh ndumen sind: 

und «sss^f»^-^. 

AfM^flnrdi «iM^ mäh ! 

1) l/=r. / FarcOtii^l)— arc 1 «tn= eo« (a — w) 1 1. dy = r. /(a—i«). dy 

2) l/.f=r. /Vr*— y^tt»(a — w).dy 
U.ij=r./ y(a— ¥).dy 

4) Ü.S=r. /^r^ — y».jl — co«(a— tt)j.ij^ 

Die erste und drifte Gleichüfng geben, wenn man die tbeilweise Itftegra^ 
tion anwteMM: 

(£ra9:jry!(a^«) H-r /f^du 

und wenn man f&r y den oben angegäbenan Werth durch u , nämlich 
I — einsetzt: 

ü^^^ryia — w) — r* . arc («in = cos u . «m Ä) 

t7.iy=|fy*(ö — ii)+^r*t« — |r>.cosA.are |ran9 = — ^ i. 

Diese IntegiUe sind offenbar von der Seite BC (oder ihrer Projection 
^ß) bik mm giBgenuli^rliegenden' Scheitel 1 auszudehnen, 4- h. von y=:0 
bis y==:r.stn(, wobei man die entspfeehenden Werthe Ton u erhält: 

11 = unl ui=iarc l sin = * ^ ^ - i. Da man aber in einem bei Ö recht- 

\ eotgbj 

winl^gea sphärischen l!lreieck hat : 

9^ 



dif 
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cotgB=^sina.c9tgb 

cosa.sinB^sLeosA 

tcmga=^cosB.t(mgc 
so erhält man für die Integrale, weso sie 2wisdiea den gdiftrigen firen* 
zen genommen werden: 

1) ü=rHA + B—\n) 

2) V.ri^^r^ .{a~^.co%B) 

Das obige zweite Integral gibt, wenn man darin $%u{a'^%) aallöst, 
und für mu und co$u die Werthe durch y einsetzt: 

U.^=r»sina: /^r^ — y'^.cosu.dy — rlcosa I yjr^ — y.dMnuy 
=ir.$ina /^ r^ — j^t^^S—^^cosaly. 

— ^r.cosaaotgB.y^ 
und wenn man dieses zwischen den Grenzen y=^0 bis y=:r.5tn( nimmt: 

ü,i=iir^$inacosc8inb + lr^ csinasinB — Ir^ .cosa.eosBsinb .-r-n 
' ^ ^ ^ nnB" 

Da wir aber hierin -r^= -r-^sssine setzen können, so wird, w^en 

8tnB 8tnC » -o 

der Torhin angeführten trigonometrischen Formel fang a=s cos B.tangc der 
letzte Term geradezu gleich dem ersten und die Gleichung reducirt sich auf: 

3) ü.§^as^r^c8ina$tnB. 

Nehmen wir endlich das vierte der obigen Integrale und setzen wieder 
für u die Werthe durch y, so wird: 

• 

ü. ^ = r i^r^ — y* • 1 1 — co« (a — «) | . dy 

= r i^r^—y^,dy^r cos a /^r^'^y\co8u.dy--r 8tna i^r^'-y^>9inH.dy 

= r /yjf^—y^' dy—r eoa a JU r» — t^ • dy-^rrin a t^tg B ly^iy 

= \ry. j 4r'^^'^ — co8a^ T'^—^^-^ysinacotgB\ 

+ Ira I arc 1 8in = -l* | — coi asinB. ärc ( sin = ^-^) 
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iHid Ainnt nw diaaes sinsdieBd^n Granieiijfi^O miy^ssninb, lowird: 

+iH ) b-^eeosasinBl 

j j sinb sine 
oder da: -7-«»» -t-^«=«»c 

smB stnC 

* 

eosb=:eo8a€os c + sina iinb eosB 
eo$asinB=seo$A 

NimnU maa f&r das Bpbarische Dreieck einen gsmzen Octanten der 

Kugeloberfläche, so bat man A=:B=iC=-^ und auch a=:6=:c=37r zu 
setzen, wodurch man erhält: 

Der Schwerpunkt dieser Oberfläche ist also um den halben Radius 
von jeder der drei Coordinatenebenen entfernt. Er liegt also auf dem 
Radius, den man yom Mittelpunkt der Kugel nach der Mitte der Ober- 
fläche des. Octanten zieht und zwar um das Stück Ir^S vom Mittelpunkt 
entfernt. 

Nimmt man noch einen Octanten dazu, so dass man den vierten 
Tbeil der Kugeloberfläche oder ein rechtwinkliges sphärisches Zweieck 
erhält, so liegt der Schwerpunkt auf dem. Radius, der vom Mittelpunkt 
der Kugel nach ier Mitte dieser Fläche gezogen wird und zwar um da9 

Stück rVi vom Mittelpunkt entfernt. 

I<(imml man endlieh noch ein eben solches Zweiedt hinzu, so dass 
man die Halbkugel erhält, eö zieht man wieder einen Radius naob der 
Mille diesiär Oberfläcke, 4ajm liegt deren Schwerpunkt 9Mi dteaem Radios 
und zwar um das Stück |r vom Mittelpunkt der Kugel entfernt, r^ . 
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MM Silin «er THM^Uiif |^fi«ftMtf Wm&6 flr «M e&m^mm iüh 
Schwerpunkte dnei» rechtwinkligen «pbärischen Dreieck^ kann man 
auch den Scthv'erpunkt irgend eises beliebigen sphärisdien Dreiecks 
finden. — Man denke sich illaiUch (Fig. ^IX^ an. das erste gegebene, 
bei C rechtwinklige Dreieck ABC ein anderes, ebenlalls bei C rechtwink- 
liges Dreieck ÄDC gelegt, welches die eine Kathete i4C^ mit dem torigeü 
gemeinschaftlich hat, dann baden BC nud CD ui«amixi«Bliängende Bögen 
eines und desselben grössten Kugelkreises und wir earbalten. ganz im All- 
gemeinen ein sphärisches Dreieck ifZ>, in welchem durch den einen 
Scheitel A ein grösster Kugeikreis AC gelegt ist, der auf der Gegenseite 
äeiikH^i sieht Der FUchehttUhdlt deä ersten Breieeks AMC sei ff\ die 
eine Seite a', der gegenäbef liegende Winkel A'; in dem zweiten Dreieck 
ADC sei der Flächeninhalt sl^", die eine Seite a" und ihr Gegenwinkel A". 
Bezeichnet man nun die Coordinaten des Schwerpunkts von A ABC durch 
I', tj'j ^' und die des Schwerpunkts von Ä ADÖ durch |", 17", ^", so 
hat man zu deren Bestimmung nach dem Vorigen folgende beiden Systeme 
Ton Gleichungen: 

U\f]'—ir^(a'—ceosB) (^'.ij" = |r»(a" — dcoiD) 

ÜW^^r^ii — beosA') V''.V'i^^f'^(t^ädbiA'') 

Kimmt man nun d'ie Verbindungslinie des einen Dreiecks - Scheitels A mit 
dem Mittelpunkt der liugel als eine neue Axe und die senkrechte Ent- 
iernung des SchWek^^unkts roh A ABC von 9er iti ixtlt M) i^kttdHl 
stehenden Ebene als eine neue Coordinate X^ dieses Schwerpunkts an, 
und die analoge Etitffertfdng roh def^eÜ/^n Ebehe ^te (fitJ fent^tt^chende 
Coordihate X'^ d6S Schwer)^ii6kts de^ Dr^i^i^s Aßt, sd Ität ikkh mie 
^leäientärsteh fieiiehutigen ^v^vsbheh zWeS moöMfhatclH - Sj^t^en , dtl» 
Mneü g^emdchiiftlfcben AttTäUgs^tinkt hab^A Ütii t&eä ±AMi ekten 
Winkel = ( mit einander machen : 

Hl^rlifti er^b%ii ^bMi abeb die Mombitt» «kr flöUwei^MmUtb der bddtm 
Dk'ei^di« A^ iM Jl!D& in Binräg auf die In kif J<9 i^enk#eaht «kehinab 
Ebene: 
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U''.X''^irHämD8inaf*^9b + ir^(a" — dco8D)8inb 
«der da in jeden f eehtwinkligen gpMriscilen Dreieck der Sinus einer Ka- 
thete gleich der Tangente der andern Kathete multiplkirt mit der Cotan- 
genie des dieser letztern gegenüberliegenden Winkels, also 
sina' ^eotgB.tangh und %ina**^totgD.tangh 
ist: Er'.X' = ir»a'«tn6; l7".X" = ir»(i''5m6. 

Nennt man nun 17 den FHdheninhalt des ganzen Dreiecks iBD und X 
die mit AO parallel laufende Coordinate seines Schwerpunkts; schreibt 
man ferner i' + i'' — i und «' + a" = « , so hat man , 

add da das Moment einer ganfsen Piguratien in Bezug auf jede beliebige, 
alse auch z. B. in Bezug auf die in auf AO senkrecht stehende Ebene 
gleich d^ Summe der Memente der anzelnen Theile in Bezug auf im^ 
sdb« Bb«ne seia urme: • 

. . Y \rannh 

Nun ist ab«r 6 ein Ton einem Scheitelpunkt i eines sphärischen Dreiedcs 
ABD auf die Gegenseite a gefälltes Perpendikel, welches sich bekannüich 
durdi die drei Dreiecksseiten in folgender Weise ausdräcken lässt: 



w *!■ . — , • 't;'t 



näithin wird^ wenn m^n 
yl$ini{a+e+d)8inii--a+c+d)$iniia'-c+d)iiniia+c—d) = I set?t ; 

*"~i+B + D — TT * «na 
Dieses ist die senkrechte Entfernung des Schwerpunkts des ganzen Drei- 
ecks ABB von einer Ebene, die in O senkrecht auf OA steht. 

Wenn map etn^nso vop dem Scheitel B einen grö3?ten I^eJ? .s<ipk- 
rccht auf die gegenü|erlifigw<(e ^^^ ^^ «ie¥, sp wird ganz analog die 
senkrechte Entfernung desselben Schwerpunkts von einer Ebene, 4iff W 
senkredit auf OB steht: 
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„_ d^ r.t 

^ A + B + B—n^ nnd 

und ebenso findet man für die Entfernung 2 des Sdmerpuirictes ve« 

einer Ebene, die in senkrecht auf OD steht: 

-__ e rl 

Ä + B + D'—n sine* 

Die 3 Ausdrücke X, Y, Z enthalten die vonstindige Bestimmung der 
Lage des Schwerpunktes in unserem sphi&rkeben Dr.eiedK: sie legen ihn 
als den Durchschnittspunkt 3er Ebenen fest, welche in beka9nten Ab- 
ständen Yom Mittelpunkte auf den 3 Radien OÄ, OB^ OD perpendikulär 
stehen. Um noch die Bestimmung der Coordinatenwerthe zu erhalten, 
nehme man den Mittelpunkt der Kugel zum Anfangspunkt rechtwinkliger 
Coordinaften , die Ebene AOB zur Eb^e der xg und den Biidius 04 sor 
Axe der ar. Alsdann ist der Wirdiel, welchen OD mit der Axe der « 
eimichliesst » ofeabar d und die beiden Wiakel» welehe dasselbe OB mit 
den Axen der y und x respektive einschliesst, mügen mit ß und a be- 
zeichnet werden. Ferner die. Winkel der OB mit den Axen der x, y, x 

sind -^ , — (j , e und die Winkel der OA mit eben diesen Axen 

-^, -^, 0. Um die beiden unbekannten Winkel ß und y zu bestimmen, 

bemerke man,, dass 

CO«' d + cos* /J + cos* y =55 1 
sein muss, sowie dass der Winkel zwischen OB und OD gleich a ist 
Hieraus folgt nach einem bekannten Theoreme der analytischen Geometrie 

€08 a^ cos ccoid + eosl-^ e j cos ß + cos -^ eosy 

oder 

cos a^^cosc cos d + sin c cosß. 

Die letzte Gleichung giebt 

^ cosa — cos c cos d cos Asinc sind / . , 

cosfi^x."-— : =5 : ^=^tosAttn.d 

sxnc stnc 

und die erste Gleichung geht durch diese Substitution über in 

cos'^y + cos^ A sin^d + co»*<l= 1, 

woher • 

coiy^ sin A sind ^'^ '* 
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folgt Kftclideni tiuf diese Weise die Winkel , weldie die ft nach itik 
Edipunkten unseres Dreieckes gezogenen Badien mit den €oordinaten-^ 
axen einscbKessen , yollstlndig bestimmt sind, biit es nicht sebwer, diis 
Gleichungen der 3 Ebenen anzugeben, deren Durcbschnitt8|Ninkt in den 
gesuchten Schwerpunkt hineinfällt. 

Zufolge eines bekannten Satzes der analytischen Geometrie ist die 
GIdchung einer Ebene, deren Abstand sowohl nach seiner Grösse durdi 
die Masszahl «, als auch nach seiner Lage durch die 3 Winkel a^ ß\ f 
mit den Axen der x, y, % gegeben ist: 

zcosy +geo8ß + xeo$a=e 
nnd hiemach werden die Gleichungen unserer 3 Ebenen: 

zsiHÄtind + yeoiÄsind + xco$d=Z 
y8ine + xco8e=sY 

aus denen die Werthe der Goordinaten Xp y, 2; des gesuchten Sebwer- 
punktes leicht berechnet werden können. 



Tlerte Torlesmiir* 

■ * 

TIeorieder KettenliAie. 

f. 16. 

Bisher ba!)en wir angenommen, dass die Punkte, auf welche wir 
gewisse Kräfte wirkend denken, einen unverSnderlichen Zusammenbang 
nnt^ ^ich haben. Nun giebt es aber Systeme von Punkten, welche nicfil 
in unveräiideriicher Weise mit einander verbunden sittd, und es sind die 
^dingungen des Gleichgewichtes für einen solchen Fall festzustellen. 

Betrachten wir (Fig. XXX;) einen unausdebnbaren ^ überall gleich^ 
iariigen und vollkommen biegsamen Faden, und^ nehmen wir an, dass er 
unter der Einwirkung gewisser in den Angrifliipunkten i, H, C)', D, .... M 
angebrachter Kräfte JT, F| , P, , P| , . . . K* im Zustande des Gleich!^ 
gewichtes die Form der gebrochenen Linie A B €D . . . • If ann«Aiitae. Die 
in den festen Endpunkten Ä und M wirkenden Kräfte kann man sich als 
W!derst§näe denken; vermöge deren < die von ^n übrigen Kriftea her- 
rkhrende' Spannung ausgehalten wtfl/t>der auch tnan* kaiiii sidi in diesen 



Umk^ ftKe Hol!«» imkmi «her «teld» 4er Faden iwfA 4ie drifte K 
iwd^ X' gwogeB biaUbia Pie KriOe P|, P,, P,, .... bca^cbao nicht 
ii9tbwai)4ig iii eii^ec Ebene lu begm und' können al« die Spannlurifte gffr 
wiieeriQ d?o Kootenpiwben £, C, D, .^. fefttgfsknipfter Setfe, «entfMlg 
deren Ricbtungen sie wirken, vorgestellt wvdan« i^ ^olcbee S|44eni 
von Pnnktm 4» )B, (7, J), .... M, wiei e« ^ depi biegsvoe» faden 
4Si€J^^..*M enthalte ist^ nennen wir ein FunikuJac- o^er S^äfUfln/^ 
nad' es mw vmti untenwiit werden., we^iee ywbÄllnisa die KrüAe f^ 

Pi, P,, Ps, JT' unter einander babei^, wenn daa 8y«t<m H^ Hülk 

bleiben soll. 

In dem Punkte 8 zim&cbst wirkt die Kraft l^i walcbe ihn in 'Aw 
Richtung ?on B n^ i «sAeht, fomer die Knaß A f^Uang der Ricbtung 
des Seiles, an welchem riß angiebraebt. iat» und endlich eine gewisse 
Kraft, welche ihn in dem Sinne von ß nach C in bewegen strebt und 

i^eWie o(Mbaff nur van d^r v^Keinigt#n WÄrkupg der iSibrig^ Kräfte hair*' 
kommen kann. Damit der Punkt ß in Bnb^ 14eib^» ipAfeen diatt^ 3 
Kräfte sich gegenseitig vernichten : mithin muss die Resultante von K und 
Pi gleich und entgegengesetzt sein der Kraft, welche in dem Sinne von 
B nach C wirkt. BezejeliWI ^W* fil faoll "ß^^Ht fbsoluten Grösse mit B\ 
so wird sie nach d^r. Verlängerung von BC, in dem Sinne von B nach B* 
gerichtet sein. Eine Kraft darf nach jedem Punkt ihrer Riditung verlegt 
werden: daher können wir die Kraft M auch i» C anbringen. Dann ha- 
ban wfr in C wiedarwü ä KräCUi» die Kraft B\ di^ von 4^ P^ 4 wiriit, 
dia Kiaft Pt und die ftf^»^w(unt»<^irkw»g dar #rigen Kräfte, walcba den. 
Punkt C Mcb J> JiinIrfwM. Damit (loicbg^wäcbt m^ musa die vareifugfa 
WirkMig 4er beiden ei»tan Kf»ft# c^eiiA lIlHl aptfeg^gAeatfft §^ dar 
letztcift KialU idaa die Aeanltanta C* aon W and P« miisa ir^wäirta äi 
dar UcbtiHiK CC' wirifcen: dÄeaelbe Oült a)^pqiu( genownep geradeip mit 
dar Resnliante von JT, P«, Ps ansammen. Hittnn darf 0ian, fQi? dw 
Fall .des Gleiokigeiriobtes. dae a JKräfta JT, P|, Pj aiA gerada^m nM4k 
iMk Punkte (7, ala ibrßm Anjangapunkte , taan/qnonirt denken« (üana 
abensQ kmin .ma» jucb die Kraft Q nadi J9 ^ariegt denke* > pro aia e^e| 
i*it der ftiaft P« zu der Rendtanta V f^eiaigt» walaba l^^^ab ¥Pd ^utr 
gagengeeaHJi iat 4ec Gaaammtwirknng der Kräfte von 4er andmMii3i|illa 
heffw Dia Kraft J9' aleUt PMder dieüaenltanta.dar KBjAa Ik. f^^ ^^i li 



Mr, #iltlMi nriHrio A m iMb IHiiikte J^ a gg itfll w rf Toifeüittl mw&m 
dArfta. In dimet Art lami niitii fortfalnm usi bekMiBil •eUiwiiidi alle 
trorb^r^eiMDdefi MfAfteJC, Ptt A* 'i> •-•« »^ fvrefarigt, deren GesaoMir 
wMMng gMicfa «Ml entgegttigcfietEt der Mraft K* Min nauss. Abot fjir doli 
Fall de& Gtekhfftii^icbtet kann iNki sich dkl atoinUidieii KrMle K. P|, 
J^i « 'i < . . . . JP pandlel mit ihren Riahtangen nach den Endtiunkte M 
iranfij|[MinU*aii : das (Beiciigefirtehl des fieilpeiygones kt auf daa Gleioh*- 
ifMSiM «tM6 Puiktes ziurfickgtfülurt » auf Elchen eben dieaalben KrtAe 
iPidrkaii ym aaf dHa SeUpol^gan oder die BedinguA^agleichiiBgftn, 
iMiietdi'i filr dag GleicbgewitLt eisea Fa^ktea gelten, aii^d 
«ttch noch fAr daa Gleichgewicht deA fleilpolyg.ona hin«- 
r4^idlend. 

•eaeickoMi wir behkifs tbrea analftischea Ausdniekee die Winkel, 
tvaltbe ditt Riehlabgan der Mvifte JT, P^, P^, F^, .... K' mit de» Aaitt 
4iir i^^ s^> » eiüacUieaiBidn , reapciülre mit «, /ff, /; <r| ,. /Si, ^; oi|., /f«, 
ys, . • . . aS /?', /: so müssen die Seitenresultanten der gegebOMS 
Kräfte in jeder der 3 Axaaricbtiingäi^ aieh anrivUiren oder wir erhalten: 
Kcos a + P^cosa^ + PjU9d^+ Pg e^'Ug -f • . . + Kcosa*=:Q 

K'Ugy+ P|«aa/| +P|caay, +Fg<ä»;% +.- +*cd«/*=0* 
4M0tos aM abo die ildalionen, Weiche die Krilte £, JP, P|, i^ IVi •-• 
üiUiilfimdJgi «rfüttan iiüaicii , datait Gieiohgewtcht atatl habe. 

1l%na tiir um dfer HerkHlmg diaaer Gleidiimgen efimern, ^o gMit 
)MB idlee Anlagt zu einar «tfiehtigea fiemerkiing. ßenkab urir uost ii:gaild 
enie kN^stkainte Ftadanliilie , i. R. CD, m värA maq sich , lür den Fall 
daa filkiehg«wH3hta, aü« firifte auf dar einen ficite, nubKch C, P^ , P>, 
tia dam «Aian Eml^unkte 17 vereiaigt dcak^ könnea nad gatiiE nach diMaa- 

selben Baisonnement lassen sich die Kräfte P, , ii' auf der femdenio 

Seite nach dem anderen £nd|ninkte B tf«ms|K>iiire«. 'Zugleich erhellt, 
dass beide ResailtaAiafi »da Aie «ich ^ßgemeitig vamiobten^ mfissen , mit 
gleicher Intensität, aber im «ntg£igengfBe«lstan Skme amUaAg des Fadens 
&B ivkrke». Die gB«ieiilacbaftliche IfiCeaaität dufr beiden ii<a- 
«iiltaniBJi, idii waldi#r der Fad«« in 4er BicbtüAg ^^isie^r 
iaeadan Verläia/gaTungten fortgiaa«>g-en wird, haiast s^iiiie 
.Si|^>aiin:g. «Im AUgciMiMli (wird iit ßpaMUilg in ämm Faafholar- 
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polygon tidi tob eter SäU ziar aaderti liileni: aber iHe sie tdch saMt 
basdiaffen sein mftga, inmar nird sie sich sewobl nadi ihrer Grösae ab 
avdi nach ihrer Richtung yermöge dar Regel das Parallelograiiieies der 
Kräfte als die Resaitante slamtlieher Kräfte ausaiuBeiidetaen lasse», 
welche auf einer beltelrigen Seite des belrachteteo Fadens liegen. 

tn der Praxis Eilten meistentheils an einem gegebenen Seile und in 
gegebenen Riditungen gewisse gleichfalls gegebene Kräfte P|, P%^ P^, •••<, 
irelche in den Punkten J, C, D, .... derartig angreifen, dass die Eni* 
•femungen AB, BCj CD, .... bekabnte Längen darstellen, die wir mit 
^1' *i» h^ •••• bezei<inen wollen. Es ist anssumittefai, wie gross die 
Intensitäten der Kräfte K, K* nnd weldies 3ire Richtungen seien. . Die 
^ Endpunkte A und M des Polygons sind gegeben. Mithin sind 8 un- 
bekannte Grössen K, K', er, /f, /, a^, ß*^ y^ zd bestinmitti, wosu die 
obigen S Redingungsgleidiungen nicht ausreichen« Indessen finden nach 
einem bekannten Satze der analytischen Geometrie noch die Relationen 

MS» a' + coi V' + caa» y » U 
und die 8 übrigen Gleichungen ergeben sich in Folge des Umständes, 
dass wir die Entfernung der Endpunkte A und M kennen. NämKdi die 
Projektion dieser Entfernung auf eine beliebige der 8 Axen ituss gleich 
sein der Summe ven den Projektionen sämmtlieher Ptriygoäseitan auf die- 
selbe Axe. Mägen also die Winkel, welche die Polygonseiten AB, BC, 
CD, mit den Aien der v, y, s einschlieasen , nadi eitiaader nk 

^9 ßy y\ ^19 *ip «i; «si ^%y 4; ^S /'S / bäzeidmet wierden, 

sowie die bezeichnete Entfernung mit l und ihre raspektiven ProjektioBeii, 
wdehe gleichftlis bekannte Grfiaaen sind, mit I«, fy,' ^: so feigen sofort 
die 3 Gieichnngen: 

{j^rss^eosa + fs^^^ +StCOsirs+a|Caaas + ••• 
2ys±S|eos/}*Hs^casi| + Sscosä, +S4Cos6t + ... 
2,ss#| cot 7^+Sseosq + Sscasc^ +a«cosct + ... 
und die Zahl der Bestimmungsgleidiungen wäre Tollständig, wenn eeaai, 
coi ä| , toi €| , €01 tf, ) €01 6s i cos c, ctc. bekannte Ausdrücke wären. Dies 
sind si^ nan freilich nicht: fiehnehr ist ihre anaiytisdie Bestinimttng 
tiemKah Terwicbelt uqd Mhtt zu ganz intraktabelD Auadiöfeken : doeb kann 
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man weDigslens ohne besondere MQhe die |l&glidikeit ihrer BastiiiMnuiig 
nachweisen. 

Bekanntlich ist eine Gerade durch ihre Richtong und ein^ specieUea 
Punkt auf ihr vollatändig bestimmt* Nehmen wir nun f&r den AagenbKek 
an, & Richtung Yon iff, d. h. die Winkel a, ß, y wiren bestimmt, so 
mtsste es aaeh der Punkt B sein, weil der Punkt A und die Lftoge 
ÄB^=^$ gegeben ist. Diesen Punkt kann man auch als einen Pwikt auf 
BC srnseben: folglich ist die genannte Gerade, da ihre Richtung aich 
▼ermdge des ParaUelogrammes der Kräfte aus der Kraft K, die wir uns 
nach B traasponirt denken, und aus der bekannten Kraft Ff ergiibtt voltr 
ständig bestimmt und, weil BC eine gegebene Länge bat, «ogleidi der 
Punkt C. So geht man weiter fort und erhält alfanählich die Bestimmung 
aller Polygonseitea ; dieselbe zurückgeführt auf lauter bekannte Grdasea 
und auf die Unbekannten K, a, ßy y. Wenn eine Gerade bestimmt, ist» 
so sind es auch ihre Winkel mit den Coordiaatenaxen, sowie deren iJfit 
gonometrische Funktionen. Demgemäss resultircn die verschiedenen Ansr 
idrücke o^a, coßb, C6se als Funktionen yon K, a^ ßy y und nadi deten 
SidMstitution in die 3 l^ten Gleichungen werden diesdben blos noch dfe 
firfiheren Unbdiaimten enthalten und mithin die Zahl der BestimmiingS' 
gietcl^qiqien y^I machen^ . ' 

Die Lehre von den Funikularpolygonen findet ihre wichtigste Aa^ 
Wendung bei der Kettenlinie. 

Wir betrachten einen durchaus homogenen, vollkommen biegsamen 
Faden von überall gleicher Dicke (Fig. XXXI.) und nehmen an, er sei in 
seinen Endpunkten K und K! befestigt. Durch den Einfluss der Schw^e 
wird der Faden niedergezogen und, wenn Gleichgewicht eingetreten ist, 
eine bestiauate Krümmung zeigen, deren Fonn man unter dem Namen 
der Kettenlime begreift. Die Befestigung des Fadens oder der Kette in 
den beiden Endpunkten wird einen gewissen Widerstand erzeugen, der 
sich am Ende mit der den Faden anspannenden Schwerkraft ins Gleich^ 
gewicht setzt md dadurch iten Zustand der Kühe herbeiführt: diese bei- 
den Widerstandskräfte sauen mit K and JK' bezeichnet werden. Legen 
wir uns nun durch deren AngrüTspunkte K und 10 eine Vertikalebenn» 
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rite wir 2IM* Bktne fi\Bt k, kf m^hleii, so dehe iaan «ogicfeb« dau dit 
Kettenlinie mit Nothwendigkeit in diese Ebene bineinrällt Denn di« 
Kriäfle, weiche den F^teti etwa in BefMegimg setzen Uniilea^ «infl blos 
dlie iBenMile seiaer eiozehien TheMe , und da diese in Tertäkälen Simlfe 
liehen y «t» i^t kern Oruäd deidsbar, we^balb ler iliie der ilicdkiaiig ikc b^ 
leiditieteii Vertikalebene herau^enkt werden sollte. N«i wollen trir 
geradlsai di% durcb K gelegte Homonisfle sur Axe der Jr, sowi« dk 
Tenikale dal^ch denselben Punkt imt Axe der y nebmen ; die pentMli 
y sollen vmi ölen nach nnten gerechnet werde«, fiftnii Wirdtli die im^ 
banden Kräfte ausser den Widei^tandskrSften K niid K* msIi die CMwiUrte 

Fi, i\, Ps, • das Seiles in den ättz^nen P««kttn stfin: da iK^ 

sslben alle piraiel nit den Aste d^r y gerichtet sind, «b änd Mktk 
Winkel mü dein AxeU der os sdmmttioh sc: 90", die arit der Att diar y 
MminUidl gleich 0, und die mit dei^ Axe der s, d« h^ :diit der Sdidi^ 
rechten, die dwch den Pmikt iT sich aut der Ebene der ry 'civiohtisB 
liest, sMimtlidi gleidi 90*. Ebenso gross werdcft aknb die WüriDsl dar 
WidbrstaodskrMte JT und IC' wt dieser letite» Axe seih, während Aardn 
'Winiet mit den Äsen der w und der y toriaUig iioeh als wiUkilrhUit 
Gesislantn gelten. Daher haben wir in den Gleiehgewiohls^eicllungen dtfe 
vorigen $. aj=:aj=ag=.... = 90®, /J|=^j=^,«r^,^.t=iO^ jm^sei;^ 
srsj/gs. ...=}/' 8 90* anzusetzen: hierdurch werden sich die beiden Sei- 
ten der 3ten Gleichung gänzlich aMulfiiren, wie es sein muss, da unsere 
43mrye Yoürtandig in die Ebene der s, JF iHAeinfUlt: die beiden fersten 
Gleichungen dagegen werden: 

jrcosf? + Jir'co*/»' + Pj+A+i^ + ...=^«,^ 
nnd die Snmne de^ v^sehteddnen P wird liefer ofiCtohar nichts aatoop 
iein ) fltts das Geflieht der ganeen Kette , weiche au^thnngeli Wird« SüM 
4iese heMkn G^leidiungen an cBscutiren, wird es, da ev lins ms die attgb- 
neine Natnr ddr Kettenlkiie >zu thun Ist^ ntthig sein, eklen belidbi^ 
Fvnkt derselben in uasefe fietiBchtung hinekizonehoajsni. Sei dicter Punkt 
l nnd seine Coordinaiten i; und y: dann WifA in dediselbdn doch eine 
gewisse flpanniing 7 statthaben > d^ren BSchUdig im dii Taagiredade hineie^ 
Irilen nun». Die Wildiel d^ Tangiteeden wHk deil btiflea Aihii solUn 
4» wid e sein, ae. daas 
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ist , k*h^ dte Llug^ des Bogens JTf gleich l , das Gewrcbt ttt LingtftH- 
einheit des Fadens gleich p niid folglich das fiewicbt itr gkftietk Bog^ti^ 
läoge gleich ps. Alsdanti geben die tedingungagleichungen für das Gleich- 
gewicht der Fadenliilie Kt, an deren End|ninkten die Kräfte K und T 
wiAen, 

Keota+Tco8U:!=9, Ke(»ß^Tcoiv + P^+P^ + P^ + ...^0 
oder, da die Summe der Gewichte P offenbar nichts anderes als das 
Gewicht pt des Bogens Kt hi, 

— Teo8u^Keo$a\ —Tcdv^Keotß+ps. 
In d toen GtoMnug^ ist » da die Kraft K in 4Am Sinne Y,on K M^ M 
wirkt, ß = FJSTJf , a = XKM; mithin co«/J = cos YKM ^ — cos YKN « 
— siniXS^ cosaskcosXKil^^ — cosiKN. Daher, wenn wir jetzt unter 
^km Wittkil (p denWMel XKN «erstehen, können ii8r iil «hn voiiiei«- 
gehendeoi Gleichungen cosa durch — cosa, eosß durch — ßina ersetzen 
und erhalten: 

Teo8u^=Keo$a; Tcosv^Kiina — pt. 

Aus diesen Gleichungen iolgH wegen eös'u+coi^v^l durch Division 

$Q8U 9inu ^ KtHia-^pM 
.^0&^ toiu Kcota 

oder zufolge des bdkanoten Theorems, na^ wachem die trigonometrische 

Tangente des Winkels zwischen der Tangirenden und der Axe der x den 

Differentialquotiente* *^ zum Ausdrucke hat 

da; Kcota 

Dies ist die Differentialgleidrang unserer Curre und es sind in ihr K und 
a Constanten, über welche wir noch weiter unten handeln werden, da- 
gegen a variabel, indem es durch die Formel 

al% Fiinlaion yw s sieb bestimmt Woiu man liagf^ea die r)>eidsn> leU>- 
ten Gleichungen, in denen 7 vorkommt, erst quadrirt und dann addirt, 
so erhalt man 

(2) r=i^Ä*— 2j?«Jr«ttta+i?»5V 
Die Spannung ist demgemäss eine Funktion des Bogeüs unserer Cunre. 



tt» wir rt^ BNne ,** *. I ^««**^ »••"•*' Ä dem Zw^« ddiere»- 

Kettenlinie mit Nothwendigkeit in diese Eb^ 

Kr«««, w«lthe Atn F«*iii «*«» i» '^•'^^^2f»« 

die Öe»!*»« «elwir «ntAieB Theile , "^g^^^«» 

tleb4D^ «* fet kein öruital de*»««- , -^ ^A »' 

nidilietaii VMÜäalebene 1"*"'^^ jj-^« 

gwadua di« dun* K ge' t^"^ 

Teftikal« drtteh dfcnBell" ^ ^e Spa»««»« 

bMieii Krtfte *' ^ '"'^^ d»r -, a*Q beieW«»«««» M»«»«** 



i-.. 1^. '*- ,^^- -^ d.« pj^, ,ten diesen 

mUm« «llr ^ ^ ^^. Toneichen mit t »«siau 

Winkel ^.-'"il.^O, d-b. die Ta^i««»« *» **" *" 
«tor /^'^ _^ a* •** ds ' „ , ^er der Punkt, m 




^ ^ «» «»"»T - ,^.„ m. «to* 
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(3) 



K-fy = Kco*a ^\+[^f. 



ination von -—- aus den Gleichungen (1) und (3) kann 

ÜX 

den Bogenaiiftdrock der Cunre ala Funktion von y er* 



.1 






(4) 

W0 wegen des doppelten Vorzeichens die weiter unten folgende Bemerkung 

nachzusehen ist. Die gesuchte Gurre ist mithin auf jeden Fall rek- 

tifidrhar. Zugleich wollen wir schon jetzt uns aus der Gleiehuag (3) die 

tediaate des tiefeten Punktes berechnen , weil wir für das Felgende 

dy 
deren Werth gebrauchen. Fflr diesen Punkt ist -^«=0, g=^RS und 

mithin 

K—p.RS=€±Kco8a. 
Wir dürfen hier nur das obere Vorzeichen nehmen: denn fQr den Fall 
assO geht die Rettenlinie bei straffer Anspannung geradezu in eine Ho- 
rizontallinie aber und muss sich RS annuiliren. In Rücksicht auf diese 
Bemerkung folgt: 

Ä5= —d — eosa). 
f 

Um nun die Gleichung (3) weiter zu integriren, bringen wir sie auf 
die Form 

t • , ±Kcosadt^ 

(5) dx = L — ' ■ 

Die Bedeutung des doppellen Zeichens ergiebt sich auf eine einfache 
Weise. Der Zuwachs des x oder das Differential dx soll positiv sein, 
sowohl w^nn der Zuwachs dy von j/ positiv, als wenn er negativ aus* 
niit: das heisst nichts anderes, als dass x beständig wächst, eben sowohl 
wenn g zunimmt, als auch wenn g abnimmt. Die y werden bis zu dem 
tiefsten Punkte wachsen, dessen Ordinate RS wir so eben bestimmt 
haben, und von da werden sie wieder abnehmen. Die Kettenlinie wird 
also einen absteigenden und einen aufsteigenden Theii haben: den» 
ersteren entspricht das obere, dem zweiten das untere Vorzeichen. 
U. 10 
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Das Integral cter letzten Differentialgleichung ist übrigens: 

tfm die Constante für den absteigenden Degen KS zu bestimmen be- 
merlipn wir, dais sich die Cdardioatenwerthe *r a» und jf^^9 euU 
sprechen» Man erhält 

Wjs des aufsteigenden Bogen anbetrifft, so besdnmen -wir die CoiMtavte 

durch den tieiaten Punkt S, der sewöhi im abstetgend^ft wie tfli auf* 

steigende» jßoigeii liegt. In eUstlerer Hiasieht erhaken Wir dureh Eiw-> 

•eCzinig desi'WeFtlies won RS in die lelate Gleichung al» die zuswmiicit 

gehörigien Coordinaten des Punktes S: . 

/Ä^ Bc* ^(^ — cosa) 2K8in^^a Kcosa. cosa 

(0) ilÄ = =J ; /iic = — - — ijfTj -T— 

p p P 1 — «»er 

p ^ 
Vartnöge dieser Wertbe bestimmt sieb die ConataQte. fOr den auf» 
steigenden Bogen und man erhili deisiea Gleichung : 

___ Kco8 a . i K'-py + yjiK—py)^ — MC^cos^a } 
'*'"" p *i KJli'-'Sina) \' 

Die Gleichungen für den absteigenden und für den aufsteigenden Curven- 

bogen lassen sich offenbar in eine einzige zusammenfassen , nämlich in 

•ii • ■ . 

die Gleichung: 

/7\ ^_ ^g<>*g f^ i g:—fy':^yl{K'^py)^—E^C08^a 
^';^- .y V| K(t-8ina) 

wo fliich das obere Vorzeichen auf den erstgenannten/ da^ untere auf den 
zweitgenannten Bogen bezieht. 

Ufttersuchen wir nun die Spannpgsverhältiuase etwas genauer, welche 
in den eüuelqen Punkten der Curve. stattfinden und geben zunächst den 
GletcbungeB (2) und (4) die Form 

r*= 4k^ cm? a + (pf-^JT«»«)* 

SA!^ebldiA.8ubkilitttlion derletatenindie ersfisiaugfBliUek^ Glaichuiig: 

(8^ TmiK^py. 



'•i 
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Di« fi^rfmiHg drtelit fiiiii iemgtmdB» äomm einftdi «li 

Funktion yon der Ordinate des zugehArig^n Currenpunktet aw^ Sertegeii 

wir sie nadi den Richtiing/en der Mden Axen, so ist der Ausdruck für 

die HorizontalspannuDf T -j—, und der Ausdruck für die Vertikal- 

a$ 

Spannung T-jf , indem bdcannUich 4^ und 4^ die Cosinus der Win- 

^9 äi as 

kel bezeichnen , welche die Richtung der Spannung, d. h. die Berührungs- 
linie, mit den AxeA der x und y einscbliesst. Nun folgt aus den Glei- 
Awigen ß) und (4) 

dx _^ Kcosa 
ds ^ K—py 

<!«■"- K—py "^ K—pif • 

und wir erhalten demgemäss die Componenten der Spannung 

(9) T^^Keosa; T^ = K8ina—pi. 

ds ds '^ 

Die Deutung dieser Resultate ist einfach. Das erste giebt augenblicklich 
folgendes Theorem: 

Die HorizQutalspannung auf einer Kettenlinie is{ für 
alle Punkte dieselbe, nämlich die horizontale Componente 
des Widerstandes' in den Aufhfingepunkten. 

Um zur Deutung des sweicen Resultates- zu gelangen, bemerke man,, 

^^ . ■ • 

dass zufolge Pörnlel (4) die Bogenlänge 

f 
wird: mithin musß Kstnct das Gewicht des Bogens ES bezeichnen und 

drückt die Differenz Ksina — ps das Gewicht des Bogens IS aus. Man 
j^l^* Miei? Aan 4ew foigjEipdeQ Satz aussprechen : 

Die Yertikalspannung, welche in einem beliebigen 
Punkte der Kettenlinie stattfindet, ist gleich dem Ge- 
wichte des unter ihm befindlichen Theiles der Kette^ die- 
selbe bis zum tiefsten Punkte gerechnet. 

Ehe wir die Betrachtung ^er Ketlenlinie abschliessen , wollen wir 
Mcä iMft gdwtUnltdi«! Foroi herkiteil, ki welcher sie dlsenflrt nü werden 

10» 
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pflegt Zunächst kehre man 4ie Gleichung (7) inBeBOg äufäe 
JT und jf unu Man erhält hierdurch 

(10) g-i.y = Jr ^~g""" e^+Z ^+^""" e~^ 



Nun führe man die neuen Coordinaten 






€08 a 



ein, d.h. man setze in die vorige Gleichung K — prj statt py und $ + 

'ff^i : — statt X ein, und setze noch um der Abkürzung 

p 1 — stfta 

willen 

Kcosa 



h 



P 
Alsdann erhält man nach mehrfachen Reduktionen die transformirte Glei- 
chung der Ketteniinie: 

Im Betreff des Coordinatensystems , auf welches diese Gleichung bezogen 
wird, Jst zu bemerken, dass die Richtung der neuen Aien der Richtung 
der alten Axen parallel ist. Dagegen ist , da die Werthe ^ « und 

xsz lg , — einander ei^tsprechen., der Anfangspunkt in der 

Richtung der Axe der x um die Strecke lg -p , — - fortgerückt : 

die Axe der t] ist also die Verjtikale, welche durch den tiefsten Punkt S 
der Gurre geht. Die Ordinate des neuen Anfangspunktes auf der be- 

zeichneten Vertikale ist y =-• — , da dieser Werth der Annahme t] = 

K—py 
^=z=0 entspricht: sie ist so gross als die Länge änes mit der 

Kette gleichartigen Fadens ausmacht, dessen Gewicht der Widerstands- 
kraft £ gleich ist. Für den derartig bestimmten Anfangspunkt hat 
man zufolge der Gleichung 

T 

■■:." '?=y' 

di« tnerkwOrdig» Relation, 'dasa «fe OrdiMt« t) geradtni die Lfngo doM 
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Miobtn Tbeilfs der Kette dnrst^; dessea Gewicht die Spennung T in 
dem bezöglichen CurvenpoDkte erzeugt. Die Componenten der Spa^nnQg 
T=pri sind die yeräDderlicbe Kraft pa, wenn man den Bogen LS mit a 

bezeichnet, und die constante Kraft K6o$a=p^r)^ — oK Hithin erhellt 
die bekannte Eigenschaft der Keltenlinie, derzufolge der Ausdruck ' 

ij* — a^ 
eine constante Grösse bleibt, wo immer der Punkt L auf derselben an- 
genommen werden möge. 

Es mag noch bemerkt werden, dass, wenn man in der trans- 

formirten Gleichung für die Potenzen der Grösse e die respektiven Rei- 
hen einfuhrt, ohne Weiteres 

/ 1 ? 2 I* \ 

^^*l^+TTi^+ 1.2.3.4 T5-+-; 

^ folgt. Da K im Allgemeinen eine ziemlich beträchtliche Grösse sein wird, 
so ist -r ^ine so kleine Grösse, dass man ihre höheren Potenzen ver- 

naclilässigep und mitbin 

P 

gesetzt werden darf. Die Kettetllnie wird d^er in lilelen Fällen geradezu 
als eine Parabel angesehen werden dürfen. 

Es bleibt nun noch die Bestimmung der Constanten K und a üVrig, 
welche von der gegenseitigen Lage der Punkte K jxoA K* iUiiDgCD. 
Denken mit uns grösserer Einfachheit willen die Linie KK* gerade»! »ts 
Horizontale, so kommt es darauf an» was wir als gegeben < anneholaB. 
Sei die Länge der Kette und die Entfernung der beiden AüAängep«nktfe 
gegeben, nämlich ■ , 

KSK'— 21, KK*=2d\ 
so können wir uns die beiden Constanten K und a berechnen , d. h. die 
Grösse des Widerstandes, welchen die beiden Aufhängepunkte zu ertrtf^ii 
haben, und die RicbtiiDg, in welcher er' geleistet wird. Für den tiefsten 
Panki der KeUe ist die BögenAnge 

Ksina 

wo p ejne leida bestupAVpb^re Constante , bezeichnet,; näin)i<d> sie ist: das 



tleWidrt dtor |aBe«n Kett« dürfdiM dtA'di #M HWbb ihMr lilng«. ' F^rmt 
TitIbm wir 

iTJl - d = i[^?!«. ij cot (45«— i a) 

und di^s^ (He^hmg <dure|) die vorige divi^irt giebt: 

-j- = cora iflf cor (45*— 4«) 

oder, wenn man wegen der leichteren Berechnung ;cu den Briggi'schen 
Logarithnien (ibergeht: 

Aus dieser Gleichung lasst sich a, sei es in Form einef unendlichen 
Reihe oder durch NäJ^arung, bestim|nen« Im letltei^n Fülle kann man, 
um einß erste Näherung zu erhalten, sich das CQsa und mithin auch das 
o selbst vermöge der Näherungsformel 

cos^a — icosa H — j-loge=^(i 

bestimmen, welche sich leicH aus der vorhergehenden herleiten lässt, 
wenn man bedenkt, dass 

*'l — stna 

isl, für log——J^^ ^lsi(l + stna) — logQ. — sina) die Reihen- 

.iBtwiciBehing. setzl imd alle böheren PolenEen to» nna, als die dritts in 
«doher, ternathlasBigi« Die Benutzung ^r bez«khneteii Gleiehong ist 
iniihitiuBdere in «Uen soleben Falles vorCiheiHiaft, in deAen a «iotB Wiii- 
M «flar 45* bedeiilet. 

Um ein specielleres Beispiel zu haben, sei 

?«=:30', 2d = 10' also y 10^«=? 0,] 44765, 

ffierdoBck wird diß Gleicluing, die wir «vflöseii müssna: 

ed^tt fo^cer (45®^ iiK)^^-^,1447tf «^0. 
Um zuerst eine oberflächliche Näberun|p si tarhaltw, tmtemailien wir d^ 
Wurzeln unserer cubischen nülfegteiciiung für eota. Die einzige, deren 
absoluter Werth kleiner als die Einheit ausfallt, liegt zwischen -^ und |^, 
i»d Bwar tifter M der i«Mer6n EttHl. Bafeer m^kamt wir den ku ^oiist 
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»i gehfirigen WteVel tt=88'4<K «h «rMin )Ci«aiwert)i an. Durdi 
dessen Sabstitation gebt die rechte Seite unserer Gl^chung in — 0,005242 
über, so dass er schon 2ietniich nahe kommen mus^. Da er M grosü 
ist (nämlich far a=:0 ergiebt sieb der Wertb des ersten Gliedes links 

• 

nach der bekannten M^ode der Differentialrechnung O0.0tr=l, an dass 
der Wertb der ganzen rechten Sehe posüi? ausßllt; mithin findet zwi- 
schen a=0 nnd a=83^40' ein Zeichen Wechsel statt, oder mit anderen 
Worten, die gesuchte WurzM liegt zwisdien diesen Wertb en), so ver- 
suchen wir es mit der Substitution a»83®, vermöge deren man dife 
Zahl +0,004236 als den Werth rechts bekommt. Hithin entsprechen den 
beiden Grenzwertfaen 

a=83*, 83* 40' 
die beiden Werthe der rechten Seite unserer Gleichung: 

+ 0,004236, —0,005242, 
Da wir offenbar schon ziemlich nahe an das richtige Resultat beran- 
streifen, so dSifen '^|r 4i£ dUflerenzea zwischen nahe iei einander lie- 
genden jSubstitutionen als nahezu proportional mit den Differenzen 
zwischen den beztiglichen Werthen der linken Seite annehmen und es 
ist, wenn man noch o^BS^J?* ^setet: 

83H0' — 83* ; 83 V — 83» = — 0,005242 — 0,004236 : - 0,00423« 
oder 

40' : /J =5 9478; 4^36 , also ^ « 18V 
fImilQftbr laacihQP ^ix 4>« bei.d«D Substitutiotoea: 

« = 8|«18', 83»19' 
and finden als respektive Werthe der linken Seit« 

+ 0,0000»Q, —0,000187. 
«•IMÖ wir liafc»» awigsnS'y", w gilt.da 

0,000030 4- 0.090187= 0,0A0217 

ist, .üb Proporti«» 

y=8" also a = 83»l8'!8'' 
folgt. Jetzt, da a bestimmt ist, hält es nicht schwer, den Ausdruck (lir 
K gleichfalls zu berechnen. Man bedient sich hierbei einer der beiden 
Gleichungen : 
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P löge , p 

Z« B. 4ie letzte giebt , wenn ji = 2 £C gefiinden wird, 

%jr= 1,480095, ir= 30,206« 
Es möge beilättBg noch die grö&$te Tiefe der Kette 

P 
ffir deq vorliegenden Fall angegeben werden. Blan findet dieselbe gleicb 

13,345. 

Die Länge der Kette durfte in der Praxis wobl nur selten gegeben 
sein. Weit näher liegt es vielmehr, dass die Entfernung d der beiden 
Aufhängepunkte und die grösste Tiefe h gegeben ist, indem die Auf- 
hängepunkte K und K* als auf denselben Horizontalen Uegend betrachtet 
werden. Die Bestimmung von K und a ist alsdann in den beiden Glei- 
chungen 

»:= --^^— , rf= — - — lgeot(AfSfi--^ä) 

enthalten, aus deren Division noch die dritte Gleichung 

folgt« In der letzten Gleichung kann man aucb noch auf der rechten 
Seite die gleichgeltende logarithmische Reihe einfftbren, wodurch dieselbe 
nach einigen leichten Transformationen folgende Gestalt b'ekomait: 

yrH«=l— o-'****^-- -375 ^**«--Ä- '»•*«-•••• 
Die Reihe rechts ist immer convergent,' weil der Wink^ a nienils 
grösser als 90* werden kann ; sobald er die Grösse von 45* nicht be» 
deutend fiberschreitet, wird die Beschränkung auf nor wmigfe Clieder 
der Reihe vollkommen genfigen. Nachdem « vermöge dieser letzten oder 
der vorhergehenden Gleichung berechnet ist, fallt die Bestimmung der 
zweiten Constanten K nicht schwer. ^ 



lU 



Fflüfte Torlemuiir* 

D48 Princip der Tirtvellen Geschwindigkeit. 

$. 17. 

Man hat bekaantlich das ganze GeU«de der Statik auf 3 PrincipieB 
baairi: auf das Princip des Hebels, auf das Princip des Parallelogramms 
der Kr&Cte und auf das Princip der virtuellen Geschwindigkeit. Die bei* 
den ersten Principien haben wir vollständig kennen gelernt: wir müssen 
nun zu dem letztem übergehen, welches von Lagrange in setner Mecanique 
anaiytique an die Spitze gestellt worden ist. 

Wenn man irgend ein System von Punkten und daran wirkenden 
Kräften hat und diesem Systeme eine unendlich kleine Bewegung mit- 
iheilt, so wird offenbar jeder Punkt einen unendlich kleinen Weg be- 
schreiben» und diese unendlich kleinen Wege nennt man die augenblick- 
lichen oder YirtueHen Geschwindigkeiten der einzelnen Punkte. Dieses 
vorausgesetzt, kann das in Rede stehende Princip wie folgt ausgesprochen 
werden : 

Wenn die auf ein System von Punkten wirkenden Kräfte 
•Pjf Pt» is» !•••> siftd^ und wenn man die einzelnen Wege der 
einzelnen Punkte für einen unendlich kleinenZ€;itra;Umi d.b« 
ihre virtuellen Geschwindigkeiten auf der Richtung Aar 
Yerschiedenen Kräfte projicirt und die&e Projel^tionen 
durch j»|, f|, Pj, .... bezeichi^et, so ist das System von Kräf- 
ten im Gleichgewicht, wenn die Gleichung stattfindet: 

d.b. die. Summe der Produkte aus den Kräften in die Pro- 
Rektionen der yirluelien Geschwindigkeiten der Anhef- 
tungspunkie auf die Richtung der Kräfte muss gleich sein. 

Diese Projektionen der virtuellen GeschwindigkeUen sind. positiv oder 
negativ zu nehmen, je nachdem sie auf der Richtung. der Kraft selbst 
oder auf deren Terlabgerung liegen« 

Bevor wir den allgemeinen Beweis für das Princip geben, woUen 
wir es für mehrere einzelne Fälle dadurch verifieiren« dass wir die be- 
kayrrnten BedingungagieiGbufigen des Gleicbgewichta vermöge der An- 
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Wendung dieses Princips uns herzuleiten versuchen. Zunächst gesdiehe 
dieses mit dem Principe ^ &tr^^ 

a) Wir denkea uns irgend einen Stab mCmf in ^em-Punkte C unter- 
stützt und an dessen beiden Endpunkten mögen die Kräfte P und P' wir- 
ken.. Wenn man diesem Systeme vnn materiellen Punkten eine unendlich 
lleine Bewegung tnittfteHt, so kann dieselbe, tia der IHmki C unterstützt 
Ist, nur in ein^r Drehung der starren Linie mCmf^ um den 'Poiikt <7 iie^ 
stehen, vermöge deren die letztere in die Lsrge nOift versetzt werden stytl. 
Vun fälle man na JL Pb und n'a* J- FV: so stellen offenbar die Kreis- 
bögen rnn und m^* die virtuellen Geschwindigkeiten der Punktum unAi^ 
dar und tna und tn*a* sind die Projektionen dieser unendlich kleinen 
Wege auf den Richtungen der Kräfte F und F. Bezeichnen wir diesel- 
hen mit p und p^ so wird zufolge der getroffenen Vebereinkunft Rir un* 
sere Figur ma = Pi weit es au{ der Verlängerung von Pm liegt, an und 
für sich negativ, dagegen mV = p', weil es In die Richttmg der P'nf 
hineinfällt, an und für sich positiv sein. Das Princip der Virtuellen 
^7escfawindigkeiten wird daher für unsem «peciellen Fall sich in der 
Gleichung: 

— jpi> + py == 

ausspretfaen. Dm diese Gleichung fn geeigneter Weise tmizuformen 4ie*- 
merken wir, dass die Wege nm und mV eoncentrisdie Kreisbögen -sind, 
weiche zu gieidhen Winkeln gehören und sich daher wie 'At zuigehörtgeti 
naAien verhalten : mithin darf man 

fftn _ «V «. I 

setzen. Ferner sind die eben^ genannten Bögen unendlich kleine Grössen 
und dürfen demgemäss als Gerade betrachtet werden, welche auf deii 
respektiven Radien Cm und Om' senkrecht stehen. Daher folgt, au« 
Gleichheit zweier Winkd, die Äehnlidikeit der DreiecJce Übm uid amn, 
sowie der Dreiecke CbW und afn^nf. Mithin hat man 

' Setzen wr die geftmdenen Werthe für jp « im. Ulli f* *= «m^«^ Ü 



unserer obigen BefingungsgreiebiiBg %fai, eo eftiaften fAr *^ Ti.Cb 4 
r.t.Ch* » o<er 

JP.CT = P^.W, 
d.b. wir erhaheii die Ton frflber bekannte BediagungsgieiGliung fflr das 
^vleiebgewicbt 9m Meboi» welobe die ^Mvifbbeit der jHaliBcbev Namente 

h) Der zweite Fall, den wir besonders betrachten 'wollen, betrifft 
das Gkichgtswitht eines Punktes, in welchem yerscbiedene Krifte angrei- 
fen. Derselbe ist deswegen bemerkenswertb , weil hier die Bewegung, 
ohne dass das Princip auHiöre 20 gelten , • eudi eine endliche sein darf. 
Mögen also auf den Punkt M die Krdfte P, P| , P, , wirken , de- 
ren Winkel mit den Axen der «,y,s respeklire cty ß, y\ ^\^ ßi^ Y%\ 
^\> ßt* /sf •••• ^i^« Öie firehtong nun, in welcher wir dem Punkte 
eine sei es unendKcfa kleine oder endlidie Bewegung ertheilen, ist toII- 
kommen wiHkflrlich, weil uns nichts cu einer einschränkenden Bestimmung 
nothigt: sie sdiliesse mit den S Coordinafenaien die Winkel a, h, e ein 
und möge durch die Weglänge s geschehen, bezeichnen wir noch dfe 

^^ektionen dieses Weges auf jeder der Kreftrichtungen nritp,p|,ps, , 

so nrass, sofeni unser Princip 'Gültigkeit hat, wenn der Punkt Af im 
Gleichgewichte yerbarreo soll, die Gleichung 

'P+APi+Prf, + P,p* + -...0 
statt haben. Scbreiben wir sie, wie folgt, um: 

90^ bf^euteu die Quantitäten -,—,—,.... offenbar die trigonon^etriscbe» 

9 V V 

Cosinus der "Winkel , welche die Projektionen p , p| , pj , .... mit dem 
prqjdktirten Wege v (sinschliesscn > und nach einem bekannten Theoreme 
der analytischen Geometrie werden dieselben durch folgende Gleichangen 
bestimmt : 

P f 

-^ = eosaeosa +cosßeo8b +C08y co$e 



Die Salmtttatioa diestr Gleicbang«^ ia. die vorige giebti 

(Pcoaa + P| eostti + P, cMOtj + ) öw« 

+ (P eosß + P, e9ißi + P, €98 ft^ + • . .) €0« 6 } = 0. 

+ (Pco$y + P| coiyi +Pi^»y« + »*--) ^^'^^ 

Die Winkel a, 5, (? shid wHIkuriith, weit die Ricbtttng, d«r eie atf- 
gehören, gleichfalls willkfirlich ist. Die yorbergehende Gleichuog toeU für 
•Ue oiögliche Wertbe von a» (» c bestehen: damit dies eiotreten könne, 
91US8 notbwendig jeder der Coefficienten von co^a^ cosb^ co$c verscbwia- 
den, d. b, es muss gleicbzeitig 

Pcosa + Pf CO« ofi + Pj cosat + .. • =r 

PcOSß + PgCÜSß^ +P,COÄ^j + ...=0 

Pco«y + P|6Myi +P,cosy, + ,.. = 
sein. Dies sind die bekannten Bedingungsgleichangea für das Gleichge- 
wicbt eines Punktes, welche müfain vermöge des Priadpes der virtaellen 
Gescbwiadigkeiten sich in eine einzige zusammienziehen lassen. 
Uebrigens ist es leicht zu. zeigen ^ dass die Gleichung 

nicht bloss eine notbwendige, sondern auch. eine hinreicbeDde Bedinguiq; 
des Gleichgewichtes sei* Denn wenn man sie sich durch die Grösse v 

dividirt denkt , so ist ein Ausdruck , wie P-^ , offenbar weiter nichts als 

die Composante der KraOt P in der Wegrichtung f;: sie drQckt n^tbin ans» 
dass die Seitenkräfte der gegebenen Kräfte P, Pi, P^..*., welche sich 
auf die eben bezeichnete Richtung beziehen,' zusammengenomnaen sich 
vernichten müssen. Dieses ist nun einmal notbwendig, damit Gleichge« 
wicht sei, weil sonst eine gewisse Geschwindigkeit sich erzeugte, welche, 
da sie durch keine gleiche und entge^ei^esetzt j;erichtete Geschwindigkeit 
aufgehoben wird, den Punkt notbwendig forttriebe: weiter aber ist es auch 
binreichend für das Gleichgewicht; denn wenn keine Bewegung in einer 
willkürlichen Richtung eintreten darf, so ist sie überhaupt in gar keiner 
möglich oder der Punkt bleibt in Ruhe. 

«. 18. 

Denken wir uns jetzt ein beliebiges System von Punkten m|,msfM 
auf welches gewisse Kräfte Pf,!^ wirken; sq wirktauf jeden Pookt 
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m saiiifikst die KrafI Pj w^he unmiMlbar-an ihn angebracht ist, aber 
aiiss«rdeia noch eine Anzahl anderer Kräfte, weiche von seiner festen Ver- 
hiading mit den übrigfea Punkten herrühren, indem die Wirkung der an 
den Ungen Punkten angebrachten Kräfte durch diesen Zusammenhang 
auf ihii äbertragen wird. Wir kennen den Einfluss der an den fibrigen 
Ptakten angebrachte« Kräfte auf den Punkt m passend als die Spannung 
dieses Punktes bezeichnen. Mithin wird jeder Punkt durch jeden anderen 
eine gewisse Spannung erbalten und wir wollen diese Spannung zwischen 
2 PunkleB durch die Einffthrung eckiger Klammern bezeichnen, in welche 
hinein wir die betreffenden beiden Punkte setzen. Zufolge dieser Be- 
zeidbming ist offenbar 

[«« ,«•«] = [iit, I m« ]> 
denn wenn Gleichgewicht staltfinden soll, so muss die gegenseitige Span-« 
mmg Tolikofflfflen gleich ausfaUen. Femer soH die Entfernung Mriscben 
den beiden Punkten m» und eii in ähnlicher Weise durch rundliche Klam- 
Mem angezeigt werden, also in dem angedeuteten Falle ist ihr Ausdruck 
(«lg , «i| ) nod wiederum 

Wena man wm dem ganzen Systeme eine unendlich kleine Bewegung mit-^ 
theili, so wird man sich bei solchen zwei Punkten, wie m« und m$ , eine 
dreifoche Bewegung denken können : nämlidi es bewegt sich entweder 
Uoa^ ffi^, oder blos mg ^ öder beide Punkte ändern ihre Stellung gleich- 
zeitig. Wir bekommen dadurch- eine dreifache Aenderung ihres Abstandes, 
ieisen Betrag t^wir wie folgt beeeiehnen wollen: ' ' 

«^' (mt, «»,), äJ*- {mty f«,), <J (fif„, m,>. 
ZwisHien- diesen drei Deltas gilt die Relation . 

* (•,,«,)=: ^ (m» , mg) + /^» (m„, m,) , 
deren Rtehtigkeit sogleich erhellt, ^enn man erwägt, dass es sich hier 
doch nur um unendHcU kleine Veränderungen in den Stellungen der An- 
heftungsponkte handelt... 

Denken wir uns zunächst einen Punkt mi fiiirt, so wirkt auf diesen 
als ihren Anheftungspunkt die- Kraft P|', ausserdem die Spannungskräfte 
[«ii , 494] , [«, ^ m,] , [ttii , flN|] . . . . , indem nach jedem folgenden Punkte 
eine gewisse Spannung stattfindet, vermöge deren der erste Punkt zf&^ 
cirt wird« Jelzt werde <iem ganaen . System und . folgUdi aoch dem be- 



^ 15S — 

traebteieii Poakt» «iofi gewi4»e;tti»odlicli kleine BfW^a(r erlMh noi 
der Weg de» Punkte« m| a«f 4it lUchMfigeo der Ikezi^neleB btte 
projicirt und die ProjekU4>pen banl^gUeh »il p^, 1»., Ig« I4» *«.< kiesMkfaMt 
DauE wisften wir nacb d^in leUteo der keidcii im Tori^en f amgnpka 
behandeltep Falle, für wetctioB wir da» Priofip ier TiffUidleA Geediviai» 
digkeit yollatandig dargetbau baben, wenn der P«i4U bm GleidifMrichil 
iai, ao isl zu dessen Au«druck 4iß BedingningsgleidiMg. 

ebensowohl erforderlich als hiiifeicheod Beüra^tim wir bior lüe. Quin* 
tUftten If» la • l«t •• •• nSbw. Der Pankt mg mögf» dttrdi dki ihn erIfteäM 
unendlich kleine Bewegung in die Lage n (Fig. XXXUL) «eraolzl wertem 
80 wird m^n eine unendlich kleine Grösse itnd ebenso die senkrechte Pro- 
jektion m^a dieses Weges auf die Gerade it^fiit, welche 00QBb«r «il te 
Spanniijsigsricbtuug der Kraft [m^ m%] zusammenfällt. U^m'mlum^a^twai 

weil die Grössen %c| und nm% nur um eine wendüeb kleine Grtose nw 
einander verschieden sind und daher geradezu ale glekb. aaü^asebee war^ 
den dürfen. Nun ist miin% die £ntfe»3ung (vHaVH) und nm% die Entfer- 
nung (n^»^), welche durch die Aenderung derL«^ 4es PiuifcVes «ig eaf^ 
standen ist:. mithin ist die DiJBTeireaz fli|ffi| — m% der Betrag» umwektMO 
sich der erste Abstand, indem er in den swoitfiii übevging» refgrM^ 
(^der verkl/eineri b^t m»d wir babea zuMge der eingefftbrieii BezeiebniHil 

Analoge Ausdrücke erhalten ynt für i^iiAv^-«^» tt>^ indMi.wir ü^aetiH 
unsere Bedingungj^leichttog, substituiren , bekoQin^ett w4r: 

Ganz auf dieselbe Weise e^baken wir alsi die Bedinfttnfgsgleichungen für 
das Gleichgewicht der ^bIigea Punkte n^^mt^ «.«\ uoseme^ SpMeilis( 

i*sPi + !>?*■. »il4^«ni.%)+K»«^il-^*(»»i»«y)+ =^0 



Indem wir alle di^sse Gleiebiang^ j|us9mQ]ie»ftd4ii^n,, bek9m)ne<^! vir il 
Folge der Relatioaei^ 
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Dte Gtekänitig 

+ 

«odr Uer . li«b«n wir 

« 

^' <«, > m,) + ^^(mi , n^) = d («I , m,) 



so dMS9 wir auch tchreiben könoea 

PtPM+PiPt+PMtz+P4P% + 1^ Q 



\- 



Nan ».usfli da« System wegtn der festen Verbindung; der 
JPankte, durdb deren Inbegriff es gebildet wird, bei eintre^ 
iender Bewegung, da*« Gleichgewicht in »ich bewahren) oder 
e« darf die gegenseitige Lage der einzelnen Punkte^ sich 
n-ififat ändern* Danpt keine Aenderoim eintrete, müssen die VariaticK 
nra dftr eiipelnen Entfemmgen oder die d(«i|,ffis), d(«tfl»m,)^ d(«%k 
|f%^9 ••«.. för sieb yerachwinden und in Fol0s hiervon verschwindet der 
sfm^ ^^ diesen Pflt^yi^ besfebende Thefl dar vorigen Gleicfaong und wv 

^ikfnoiti is|; nacbgewieße« ^ dsBs diese; Gkicbong eine, notbwendigp Fe^lgi 
des Gleichgewichtes ist: es i^t noch das Umgekebrte darzuthun, de^des 
Gleichgewicht eine notbwendige Fdge von dem' Stattfinden der Giei- 
cjbung ist. 

Gesetzt d<IB System wäre nicht im Gloichgewicbte, trotzdem dass <äs 
Gleichung erffilit wird; so können wir uns doch in den einzelnen Punk- 
ten solche dem Sinne der Bewegung entgegengesetzt gerichtete Kräfte Ri , 
9%,', Jtg«««.».aBgi»bvacibt denken, durdp derben Wirkung die Bn^i^egjang auf- 
cAoben und das System im Gleicbgewkhi kornn^ . Mi()ün;, wenn w 
dem Systeme eine unendlich kleine Bewegung ev^Milw wA :^ .2« dn 



KräfteD Jl gehörigen Projektionen der virtuellen Geschwindigkcdtiin mit p 
bezeichnen, inuss als Folge des . Gleicfagewichiea dio Gleichong: 

+Jl|t?i+Jl2ra + «,!?, + i 

erfüllt werden. Der erste Theil dieser Gleichung verschwindet für sidi 
allein nach der Voraussetzung, die wir gemacht hahen: es folgt, dass 
dann auch der zweite für sich allein verschwinden müsse und wir haben: 

Biüi +Äjt;, +Ä,t?, + .•..=0. 
Nun wirken doch an m^ die Kräfte P| und Rg vnd Pi und v^ sind 
die Projektionen der unendlich kleinen Bewegung von fii| auf den respek- 
tiven Richtungen der Kräfte Pj und Jl|} ebenso verhält es sich mit den 
übrigen Punkten. Da nun alle Kräfte R im entgegengesetzten Sinne der 
Bewegung angebracht sind, so sind alle die Projektionen vnothwendig 
auf der Verlängerung der Richtungen der P enthalten und demzufolge 
nach unserem Uebereinkommen an und für sich negativ. Demnadi kann 
die letzte Gletchung nicht anders bestehen, als wenn alle die einzelnen 
Kräfte Jl|, Jt], Rz, •... für sidi Null sind. Es könnte den Anschein ha^ 
ben, als ob einzelne Glieder der genannten Reihe durch die Vorzeichen 
der Jl positiv werden könnten. Das geht aber darum nidit, weil die 
Kräfte Jl hier gar nicht weder als speciflsch positiv, noch als specifisdi 
negativ, sondern lediglich als abstrakte Masszafalen gelten: der Siim ihrer 
Richtung kommt in dem Vorzeichen des t; zum Ausdrucke. Da demnadi 
die letzte Gleichung nicht anders gerettet werden kann, als indem di^ 
einzelnen Kräfte Jl| , JI2 > . . . , welche zur Herstellung des Gleichgewichtes 
hinzugefügt werden müssen, für sich verschwinden: so sind die ersten 
Kräfte P, > P2, P, , . . . . für sich aliein zureichend, um das System in Gteioh- 
gewidit zu setzen, vorausgesetzt dass sie der Relation 

Genüge leisten. Diese Gleichung ist daher die ebensowohl nothwen« 
dige als zureichende Bedingungsgleichung des Gleichgewichtes. 

$. 19. . 

Wir wollen uns nun aus dem Principe der virtuellen GesdiwindigkMt 
die aOgemeinen schon früher gefnndenra 9 BedingnngBgieiehttngen te 
Cleicbgewiehtes herleiten : 



— 161 — 

Deokoi ymv um irgend ein«B Punkt m, in welchem eine gewisse 
Kraft P wirkt nnc| nebmen in der Richtung dieser Kraft einen bestimm- 
ten Punkt mit den Coordinaten a^b^e an, wilbrend die Coordinaten des 
PankCea «i 4r, y, s sein m6gen : akdann baben wir für die Distanx v im- 
sehen beiden Punkten: 

Theilen wir nun dem Punkte m eine unendlich kleine Bewegung mit, so 
kann man die Projektion p dieses Weges auf die Iticbtung der Kraft P 
geradezu gleich dv annehmen und dieses vorausgesetzt folgt aus der vo- 
rigen Gleichung: 

pz:^dv==i ito + ^ AfH ix 

V V ^ V 

oder, da, wenn die Winkel der Kraft P mit den 3 Axen a, ß, y sind, 
die Relationen 

JT — a ü — b ^ Z'-'^c 

=r CO« a, ' = cosßy :=:eo8y 

V V V ' 

statt haben, 

f = €08 a.ds + eoiß. dy + cos /. dz» 
Diesen Werlb seilen wir jetxt in unsere allgemeine Bedingungsgleichung 
des vorigen Paragraphen ein und erballien; 

P, (cotOf dXf + eoßßi dgi +co»yi d$i) + P^Uosa^dx^+eoBß^dy^ 

+ co«yjd«j) + ...-=0, 

wo X|,y|,«| die Coordinaten der einzelnen Punkte bezeichne», aufweiche 
die Kräfte P wirken. Denken wir uns nun einen ganz beliebigen Punkt 
des Systemes, dessen Coordinaten a?, y. ä sein sollen und den wir als 
neuen Anfangspunkt nehmen, ohne dass die Richtung der 3 Axen sich 
ändere: alsdann werden die Coordinaten ^|,yi,»i des ersten. Punktes in 
a?+?i, y + i?i,Ä+?i übergeben und ähnlich wird es sich mit den Coor- 
dinaten der übrigen Punkte verballen, wobei nur noch etwa zu bemer- 
ken ist, dass die Coordinaten £ij,-^'Sich nur auf die gegenseitige Lage 
der Angriffspunkte bez^hen, aber nicht auf die Lage des ganzen Syste- 
'Jtnei im Allgemieinen. In Folge der angezeigten Substitutiohen kommt 
die letzte Gleichung auf die Form: 

n. 11 
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+ (Pi CM y, + Pt cos yt + ••.) dx + P| «o»y | d £| + Pj »Äy« d J, + .... 
Etan aber iai diese Gieichuag eine B«dingiing des GleiebgeincbU d» 
Punkte des Systems unter einander und also nnufchiigig too der spe- 
ciellen Lage des Punktes x, y^ 2 nnd daher auch von den speciellen 
Werthen dieser Coordinaten. Demgemäss müssen die Coeffieienten der 
dXy dy, d» einzeln für sich verschwinden, oder es ist 

Pi cosa^ +P^co8ai +PjCO«0fj + .... = 
Pj €08 ß^ + Pj eosßi + P^eosßg +....= Q 

Pi cosy^ + P, cQsyj^ + Pj co»y, + = 0. 

Dieses sind die 3' ersten B#^ngungsglei«huirgen, derenx Existenz anzeigt, 
dass das System sich nicht in irgend einer der 3 Axenrichtungen bewegt, 
und für die geradlinige Bewegung ist es klar, dass, wenn ein System in 
keiner der 3 Axenrichtungen fortrückt, überhaupt keine fortschiebende 
Bewegung eintrete» kann. 

Um zu den 3 letzten Bedingungsgleichungen zu gelangen, welche 
anzeigen, dass keine Drehung um irgend eine der drei Axen stattfindet, 
ertheile man dem Systeme zunächst eine Drdiung um die Axe der x und 
betrachte die Coordinaten x^ y, » eines beliebigen Punktes m im Systeme. 
Wir erhalten mit Beziehung auf Fig. XXXIV. 

aiwB:Qe^sq>, g=^Q9intfp s ±=11111, , 
und durch Dijfferentiation 

äßß^po8q>dq—ydip ^ ^=:$ßngidQ+SQiq>, dz^d». 
Nw bleibt die Distanz z und ebenso q während der Drehung myer- 
äoderlicb: in4em wir deren Differentiale gleich setzen, erhalten wir 

daa^-^jfdq), dy= + a;dg), dz=^9 
sils 4j|e unendlich kleinen Zuwächse der Coordinaten von m, wenn das 
-$y6tfi% wn die Axe der z gedreht wird. 

. In d^rseilben Manier haben wir in Fig. XXXV. 

smQ-Mu fo, z^^'eosxü;, jß^y 

d(»=^sin(i}dQ*^zd^^ dz,r=^co9(odQ^'-*:^d(a, di/=^di]ßf 

und WQQP das Si«tem qm die Axe der y sich dreht,; also df* and dy 

sich annullirt: 

• • • • 

dx:^ + zd(o^ dz = — xd(o, dy=:0. 



( a. 



BtfAick Mr 1%. XXXVI. ist 

d%=:iintpdQ*' + ydip, iy^eotrpd^** — %i^, *ü=:0, 
und die Differentiale werden im Falle der Drehung um die Axe der or: 

dz^^ydtp, dy=z — zdxp, (Jaj = 0. 
Dieses vorausgesetzt nehmen wir nun unsere allgemeine Bedingungs- 
gleichung des Gleichgewichtes, nämlich 

Pi (coia^ dxi + cQsßi dyi + co«yi dÄj) + 
P^icoia^dx^ + cosß2dyf + co«y,d[«2) +....= 
wieder auf und suchen ihr die Form zu geben, in welcher sie das Nicht- 
stattfinden einer Drehung um die Axe der z anzeigt. Zu dem Zwecke 
ertheilen wir dem Systeme eine unendlich kleine Drehung um eben diese 
Axe und Betzen die oben gefundenen dieser Drehung entsprechenden 
Werthe von dsc, dy, dz ein. Dadurch bekommen wir 

^1 (r-üiCQsai+s^ cosß{)d(p^ +i\(— yiCO«a,+x,cos/9j)d5P| + =0. 

Nun haben wir ein System von unter sich fest verbundenen Punkten: 
wenn dasselbe um die Axe der z gedreht wird, so müsseii alle Punkte, 
eine gleich grosse Drehung erfahren oder die Drehungswinkel q>i , q>ty 
^s .... der dinzelnen Punkte sind gleich. Die Differentiale dieser Dre- 
hungswinkel gehen also durch Division aus der Gleichung heraus und es 
wird 

Pi (— yi CO««, + *, tosß^) + Pj (— yj cos «j + JTa cosß^ + =0 

die Bedingungsgleichling dafür, dass keine Drehung um die Axe der z 
statt babi; Aebdlieh efi^iebt sich die Bedingung^glefcbiing fdr di6 Ab- 
weiteiiiheit jeder Drehung um die Aie der y , nämlich 

jPi (S| o^OTi — Xi eotyi) + Fj(«^co«öf2 — a?jCOsya)+ . ...» 
und die Bedingtngsgteichung , welche anzeigt, dass um die kti da* x 
kmki Ditebmg erfblgt: 

Pi (yicojyt — »icwj^i) + P,(yjCd«yj — Äf2C0«/?i)+ ;**. — 0. 
Mail sieht, wie aus der aUg^meifien Gleichung zwischen den virtüdlen 
Geschwitidigkeiten sich o^bne besondere Mfihe die 3 Beditfgdngsgleichungen 
ergeben, w^Mshe die fii^hung um irgend eine der 3 Aien negireri. Es 
ist nbcb zu zeigeB, dass biermit die Drehung um jede andere Gei'ade 
gleiebfjdl» aiisgescblos^ißri iifc. Dies geschieht vermöge des NaclrweiBes, 
das«* iiei ^Mbkaa im if^nö ^iti^ b^fii^igö Gerade immer dareh «jfife 

11* 



— w* — 

gleichzeitige Drehung um die 3 Axen ersetzt werden kann, «d4 4ms 
umgekehrt die gleichzeitige Drehung um aüe 3 Azen mit der Drehung uns 
irgend eine gerade Linie gleichbedeutend ist. 

Wenn sich ein Körper zugleich um alle 3 Axen dreht, so werden 
die Gesammtdifferentiale der Coordinaten eines Punktes m sidi aus den 
Werthen der Einzeldifferentiale zusammensetzen, welche wir ohen für die 
Drehung um jede der 3 Axen aufgestellt haben, und es folgt 

<te = — yiq> + «iw, 

dy2= siq> — %i%p, 

dz ^ — sdo) + ydtpj 
wo jO, CO und ^ die Drehungswinkel in den 3 Coordinatenebenen be- 
zeichnen. Wenn nun die Drehung um alle 3 Axen mit der Drehung um 
eine einzige Gerade gleich sein soll, so müss es eine Reihe von Punkten 
im Körper geben, welche dieselbe Stelle behalten, deren Continuitat die 
Drehungsaxe bildet, und für diese Punkte muss (ia? = 0, cly=0, dz = 9 
sein, ohne dass die yorhergehenden Gleichungen darum ihre Gültigkeit 
Terlieren. Mithin müssen die 3 Gleichungen 

f , ^ \ / d(o -. 

—ydg>'hzd(o = 0\ (""* + * rf^~" 

xdq> — zdxp=^0} oder < x — »-r^ = 
^ ( j ^9 . 

— xd(o +yd7p = 0j I — a?+y^ = 

ohne Widerspruch zusammen bestehen. Dieses ist aber thatsäcblidi der 
Fall: denn jede ist eine Folge der beiden anderen. Sie drücken d^er 
eine gerade Linie aus und jede einzelne die Projektion dieser "Ceraden 
auf der bezüglichen Coordinatenebene. Mithin giebt es bei der zQsammen- 
gesetzten Drehung um die 3 Axen zugleich eine Reihe y«n Punkten, 
welche auf der bezeichneten unveränderlichen Geraden bleiben. Diese 

• • • 

Gerade, um welche der Körper dreht, heisst die momentane Dre- 
hungsaxe. Umgekehrt^ wenn eine solche Drehungsaxe existirt, so 
kann diese Drehung immer durch eine Drehung um die 3 Axen zugleich 
ersetzt werden. Mithin, sobald ein Körper um keine der 3 Axen dreht, 
so dreht er überhaupt nicht und die drei letzten obigen Bedingungs- 
gleichungen drücken daher aus, dass unser System toh materifllea Punk- 



Ua in keiner Weise 4rebt ZuMge der 3 ersten Bedingongag^iehirngte 
lii ««dl eine fertodiiebende fieiMgiuig onmögücb : demgemfos , d« keine 
andere Bewegung als etnedrebeadte eder eine forftscbiebende oder «ina 
aus diesen beiden zusammengesetzte gedaehi werden kenn, isfc das System 
mit Notbwendigkeit im Gleicbgewicbte. 

$. 20, 

Aus dem Vorigen tritt klar liervor, dass das Princip der virtuellen 
Geschwindigkeit wesentlich auf der Willkürlichkeit der Ver-« 
rücknngen beruht, die mit dem Systeme tqh materiellen Punkten vor- 
genommen werden. Indem aber diese Willkürlichkeit der ein- 
zigenBeschränkung unterworfen bleibt, dass sie den festen 
Zusammenhalt des Systems in sich nicht aufhebe, so folgen 
in jedem ein2elnen Falle gewisse Bedingungsgleichungen,' 

4 

welche die unveränderliche Natur dieses Zusammenhanges 
ausdrücken und weldie mit der Gleichung zusammen, die sich un- 
mittelbar aus dem Principe her ergiebt, die Bedingungen des Gleich- 
gewichts für den betrachteten speciellen Fall enthalten. Um die Methode 
auf eine allgemeine Form zu bringen, ist es angemessen, das Princip der 
virtuellen Geschwindigkeit in der Form steh analytisch auszudrücken, 
die vrir zu Anfang des vorhergehenden Paragraphen 'hergeleitet haben, 
nämlich: 

+ . = 0. 

Nun wollen wir noch, um die vollständige WiHkürlichkeit der Ver- 
rndEmgen i36, dy, ds schärfer herv6rzuhd>en , «ns die letzteren als Va- 
riationen dienfcen, so dass wir die vorige Gleichung nnt Anwehdung des- 
Summenzeichens , 4^ie folgt, umschreiben s 

(I) S(Pco$adsr+Pco$ßd9 + PcosYd%)^(i\ 
Wie nun auch die Punkte unseres Systems mit einander zusammen* 
hängen, immer wird man die Natur des Zusammenhanges dinrdh Glei- 
chungen zwischen den verschiedenen Cbordinaten jt, jr, z der einzelnen 
Punkte darstellen kdnnen, und «« mögen dieselben 

<2)i|=«a, Z»«0, 1:4=0, i4s=0, 

sein, w^ die linktn Seit^ im AUgemeiHen wi]|kArlinhl9 , aber eonsit be•^. 



itfoiiBte 8f«ciiiltei PuiiktidlMni ton )V| ^ '^i, %i^ «^v ft* ^> ••••* ^^ 
Micittien. Dmwb Gieicbui^ieii mfissMi Mr alle miglichM VerrQdrangta 
bMtehen, wM diesdbdn dw imMi« ZMaitaaieRlMng des %}p^msA Mfbr-' 
ttiNt iHseA. Wir ertitfttB ddiwh- 

oa?, «lyi <J«i <tej ay, 

*p| 4Ft , <*«i *i?| 4yi 



. Km de« Gleicbung^syslem (3) wird maa in jedem Falle so ne^e der 
Grössen ix^ dg^ d% yeamiöge der übrigen ausdrüeken können, als die 
Anzahl der Gleichungen ausmacht und nachdem diese Ausdrücke in (1) 
subsütuirt sind^ werden darin nur noch, solche Variationen dxj dy^ d% 
vorkommen, die von der speciellen Natur des Systems vollkommen unab- 
hängig sind; mithin bei der unbescbräokten Willkürlichkeit der letztem 
ist die allgemeine Gültigkeit der Gleichung nicht anders zu retten» als 
indem man die einzelnen Coefficienten der übrig geUiebe.aen dXy dg^ Sz 
gleich aetzL Hierdurch erhalt man eine Anzahl von Gleichungeo, 
welche die Bedingungen ausdrücken, damit das durch die Gleichungen 
(2) gegebene System materieller Puqkte im Gleichgewicht sei i und diese 
beiden Grupj^n von Gleidmi^en bilden die Grundlage für die Be* 

handlung aller Aufgaben, die mit dem Gleichgewichte des Körpers im 

« 

Zosammenhange stehen* 

Um an einem speciellen Beispiele die Anwendung zu veranschau- 
lichen, wollen wir uns die folgende Aufgabe stellen: 

Ein unbiegslimev Stab (de« wir tiin grösserer ISinfadiheil wiilrar 
als gewiehtbft verauseetEem) möge (Ptg. XXXVII.) in äem lesleA 
Punkte B dergestalt aufliegen, dass er sioh in vertikaler 
Ebene beliebig versdiiebe« lassie, dagegen nieht zur Seite 
ausweioben könne'; der Endpunkt Ä slütte »ich gegen dfe 
feste Ehene iO„ und in conslanler Entferneng AG^a vom 
findpunkt^ mö^e.die vertikale Kraft P angfeifen. Es seil 
die Gleichgewichtslage des Stabes bestimmt werden. 

Die Horizontale JO, dei^n Linge I gegAeh sei«^ möge zur Axe der 
M |e*ommen werdto eM die Venikale^ d«rclr i6a IHiflkt tut Jtate 
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der gm fia ter Stett durch kenlt KnA km derlbeM ÄßB iMsiiMgeMCCil 
wird, so ist das aofenammeme ebvne QMirdma|keBB]Mein zur Bestimmung 
fkr i^iidiita GröaMD maiUlttmmm. ausreichtnd. Die Gleiehmig dfec Qer 
mdtii. iO/aiiC weiche aioh d«r Siäk üüM, wird alcdano. ironi der ;Fonn 

soiil, wo wir unter y iiod s. gcrudccU die Coardiaateil des speoiAtleli 
Punktes A und unter a den Winkel der ÄO mk dte* kke der s ver- 
stehen können; femer wotten wie die Coordinaten des Punktes G mit 
jTi., jtf hcBeithlieir, und bemerken:, dias die Ordinate d<^ PuiditiE» B 
gteifih 0, seine AlMuiace ghiisk l ist Nun islbdas Syaleü der materiellen 
Punkte, für welches die Bedingungao de9. Gleichgewichts aufgestellt wer- 
den sollen, auf dem Stabe AdB enttialteq, UHd zwar greifea 3 Kräfte an 
dasselbe an, nämlich in fi ^ie Vertikalkrafl P, in Ä und in B respektive 
senkrecht auf ÄÖ und 4B die Widerstandskräfte W und' Q, welche von 
der Bedingung^ dass i^e Gerade ÄO und der Punl^t B fest sind, bei^ 
räbren« Die Wink^, wetehe die Kraft W mit den Axmi der x, y ein- 

schliesst, sind respektive a — x- und ti — a und die Winkel, welche die 

Jiratt-Q mit eben diesen Axen einscbliesst, sind, wenn wir den Winkel 
des Stabes AB u^H ^iner Horizontalen gleich ^ annelfmen^ respective 

^•<— ^ md'Tt^^fd Unsere allgemenie Gl^admng (1) zwischen iM vitt- 

tuellen Geschwinfligkeiten giebt demgemäss, da die Glieder mit % ohne 
Weiteri^ wegifallen t . 

+Ocos(7r — q))äo = Q 
oder einfacher 

Wsinadx—Wco^ct^y + Pö^t +Q^nfdl — Qeo8q)do=^Q, 
wo dl ,u^d da die Projektionen der unendlich kleinei)i Verruckuqg ie& 
Stabpunktes B auf di^ Axen der s und jf au^dröcl^eii. 

:. Der BedibgiMigto) wdi^e Idä«: Geieta deaZusuDmenkangaeaiwiMbeti 

'den 3f Ptinbteü. linserec Stabas. betfeffen^ sind dieil. eintnaHderPuakl 4 

muss beständig auf ÄO bleiben, co ddsr bestaildigl die: Glciuhttüg 



X V 
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bestehen bims, ferner Ifi muss Immer gleich a bleiben, oder es ist 

endlich der Punkt des Stabes, welcher wfthrend der Qeiehgewichi 
Mf B ruht, fiiuss bei jeder möglichen Benvagang, die man dem Syst 
ertheilt, ioimer wieder in die Stabrichti^ng hineinfallen, d. h. in gerad 
Linie mit den beiden Punkten A und €t Meibeo. Ftr die specieile Lag 
in B mnss daher der €leichiing i 

Genflge geschehen. Diese 4 OMchungen entsprechen dem Giei<dM]o^%, 
Systeme (2) und ihre Varii^ion giebt das fileicbungssystem (3), nämlicfal 

Sy=Sxtga, ( 

^Vi — Sy'^aeo$q>dq>, dxi — da? = — asing}dq>y 

ßo^ dy=:tgg>(öl-dx) + -^^(l^^). 

Hieraus entwidteln wir uns dy, dyi, dx^ und da und durch die Sub- 
stitution dieser Werthe in die Gleichung der virtuellen {Geschwindigkeiten 
folgt nun 
Wsinadx — Weosadstga + P(dxtga + aeosq>dg)) + Qsinq>dl \ 

— Qcosq>(dxtga + tgq>(dl-dx)+-^^il—x)) j "^ "' 

Bei näherer Betrachtung zeigt es sich , dass die Glieder , welche W und 
dl enthalten, sich gegenseitig vernichten, so dass wir einfacher 

iPtga — Qco8q)tga + Qsinq))dJC + l aPco$q>--Q l(Jy=0 

schreiben können* Bei der volljkommenen Willkurlichkeit der dx und. dg> 
kann diese Gleichung nicht anders bestehen, als indem gleichzeitig 

Ptga — Qco8q>tga+Q8inq>=0 

üPfOSW — Q--- «rO 

^ ■ cosq> 
ist, und die Elin^inatlon der Q aus diesen beiden Gleichungen giebt: 

Dilise Gleichung rougs mit den 4 Gleichnoigen, wetdi» die gegeoseit/^^ 
Lage der 3 Punkte Ä, t^ B bestimmen, zusammen statthaben, £liminii«& 
wir aus ihr und den leiden Gleiehüngtn .. 

y^xtga \jx4: ^^U^tg^il—x) 
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' esirtle beiden Grössen x und y, so resultirt die Gleichang 

a tQz q> sin^ (g> — a) = I «n* a, 

mcbtäficihe die Bestimmung des Neigungswinkels g> enthält. Nachdem q> be- 
SfBie^nt ist, hält es nicht schwer, zur Bestimmung der Goordinaten y, x^ 

gera^ a;^, sowie, da P gleichfalls eine gegebene Grösse ist, der Widerstands- 

fe Läßift Q zu gelangen« Was die Bestimmung des Widerstandes W an- 
^tritrt, so geschieht sie am einfachsten in Folge der Bemerkung, dass 
^e Summe von den Componenten der 3 Kräfte P, (?, W in der Richtung 

kknii^der der beiden Aten gleich sein muss, oder wenn wir sie gleichfalls 

näffiifeis dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten herleiten wollen, so 
^trachte man unsere allgemeine Gleichung für den Fall einer blos hori- 
zontalen Verschiebung, für welche sie sich auf die einfachere 

W$inadx + Q8ing>6l=i0 
redttcirt« Die Variationen dx und dl sind hierin gleich, wie ein Blick 

ie si auf die Figur uns zeigt , und fallen mithin durch Division heraus , ver- 

l^g^ möge deren wir 

W8ina + Q8ing>—0 
erhalten. Diese Gleichung reicht zur Bestimmung von W aus und drückt 
im XJebrigen weiter nichts aus, als dass die Summe der Componenten in 
der Axe der Ji: sich annullirt. 

In dem ispeciellen Falle a=:-^, wo die Stützebene ÄO vertikal ist, 

gestaltet sich die wirkliche Berechnung ziemlich einfach: es wird nämlich 

I* ^ V « 
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Drackfehlert 

S. 65. Z, 2. lies: <ÜÄiL:=90^— CÄiffs=jP|CH, also co*ü^iLs=mBiCJ5fÄ-^, 
S. 103. Z. 10, Ues: i=(e+S^)co$a + C^Hna, 
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